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运筹 学 是 20 世纪 40 年 代 开 始 形成 的 一 门 新 的 学 科 。 它 用 定性 与 定量 分 析 的 方法 研究 
各 种 系统 的 优化 途径 和 方案 ， 为 管理 者 提供 各 种 决策 方案 的 科学 依据 ， 因 此 运筹 学 是 现代 
化 管理 必 不 可 少 的 工具 。 

本 书 着 重 介 绍 了 运筹 学 的 几 个 分 支 : 线性 规划 及 其 灵敏 度 分 析 、 运 输 问题 、 整 数 规 
划 、 目 标 规划 、 图 与 网 络 分 析 和 决策 论 。 讨 论 了 这 几 个 分 支 所 解决 的 问题 及 解决 问题 的 思 
路 和 常用 算法 。 

本 书 有 以 下 特色 : 在 理论 叙述 与 论证 方面 尽量 简洁 清晰 ， 避 免 宛 长 的 证 明 ; 理论 和 算 
法 注重 了 实用 性 ， 大 部 分 章节 都 给 出 了 一 定量 的 应 用 举例 ; 在 内 容 的 深度 上 尽量 使 只 具有 
高 等 数学 、 线 性 代数 和 概率 论 基 础 知识 的 读者 能 顺利 地 理解 ; 注重 了 数学 模型 的 建立 分 
析 ; 注重 了 计算 机 软件 求解 方法 的 介绍 和 结果 分 析 ; 注重 了 学 生 “ 学 以 致 用 ”能 力 的 培养 ， 
在 每 章 都 给 出 了 一 定量 的 讨论 、 思 考题 和 案例 习题 。 因 此 ， 本 书 能 培养 学 生 的 “优化 ” 意 
识 、 思 考 能 力 和 决策 能 力 ， 特 别 是 建 模 能 力 和 用 计算 机 软件 求解 实际 问题 的 能 力 。 

本 书 可 作为 高 等 学 校 理 工科 本 科 或 大 专 院 校 的 教材 ， 也 可 作为 从 事实 际 工作 的 管理 人 
员 ， 工程 技术 人 员 等 的 学 习 参 考 书 。 

本 书 是 由 多 人 合作 完成 的 ， 其 中 绪论 、 第 1-3 章 及 每 章 的 软件 操作 由 李 敏 执笔 ,第 
4、5、7 章 由 赵 秀 菊 执 笔 ,第 6 章 由 周 伟 刚 执笔 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,参考 了 大 量 的 国内 外 有 关 文 献 ， 但 由 于 编者 的 能 力 有 限 ， 书 中 
的 不 妥 与 错误 之 处 ， 欢 迎 广大 读者 和 专家 学 者 批评 指正 并 提出 宝贝 意见 。 


编 者 
2014 年 3 月 
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绪论 


1. 运筹 学 简 述 
运筹 学 是 用 数学 方法 研究 各 种 系统 优化 问题 的 学 科 ， 它 是 现代 管理 科学 系统 工程 的 基 
础 理论 之 一 。 运 筹 学 在 英国 称 为 Operational Research ， 在 美国 叫做 Operations Research ， 


中 国学 者 参照 《史记 : 汉 高 祖 本 纪 》 中 的 词句 “运筹 帷 惧 之 中 ， 决 胜 千里 之 外 ”" 译 为 运筹 学 
(以 下 简称 OR) 。 


(1) 产 生 : 运筹 学 作为 科学 名 字 出 现在 20 世纪 30 年 代 末 。 当 时 英国 和 美国 为 了 对 付 
德国 的 空袭 ， 采 用 雷达 作为 防空 系统 的 一 部 分 ， 虽 然 技术 上 是 可 行 的 ， 但 实际 运用 时 效果 
却 并 不 好 。 为 此 一 些 科 学 家 研究 如 何 合理 运用 雷达 ， 开 创 了 一 类 新 间 题 的 研究 ， 因 为 它 与 
研究 技术 问题 不 同 ， 就 称 之 为 “运用 研究 ”。 

(2) 发 展 : 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 英 国 和 美国 在 军队 中 成 立 了 一 些 专门 小 组 ， 开 展 有 
关 运 筹 学 问题 的 研究 。 例 如 ， 研 究 反 法 深水 炸弹 的 合理 爆炸 深度 问题 的 结果 使 得 德国 潜艇 
被 摧毁 数量 增加 300% ; 研究 船只 在 受 敌 机 攻击 时 如 何 转向 问题 的 结果 使 得 船只 在 受 敌 机 
攻击 时 ， 中 弹 数 由 47% 降 到 29%。 当 时 研究 和 解决 的 问题 都 是 短期 的 和 战术 性 的 。 第 二 
次 世界 大 战 后 在 英 、 美 军队 中 相继 成 立 了 更 为 正式 的 运筹 研究 组 织 ， 到 20 世纪 50 年 代 
后 , 运筹 学 的 理论 进一步 得 到 了 完善 ， 随 着 电子 计算 机 的 问世 ， 运 筹 学 除 军 事 方面 的 应 用 
研究 以 外 ， 相 继 在 工业 、 农 业 、 经 济 和 社会 问题 等 各 领域 都 有 了 广泛 的 应 用 。 

(3) 运 筹 学 的 分 支 : 如 数学 规划 (线性 规划 、 非 线性 规则 、 整 数 规划 、 目 标 规划 、 动 
态 规划 、 随 机 规划 等 ) 、 图 论 与 网 络 、 排 队 论 ( 随机 服务 系统 理论 ) 、 存 储 论 、 对 策 论 、 决 
策 论 、 维 修 更 新 理论 、 搜 索 论 、 可 靠 性 和 质量 管理 等 。 

(4) 我 国运 筹 学 的 发 展 史 : 我 国 古代 很 早 就 有 运筹 学 的 思想 和 理念 ， 如 齐 王 赛马 、 丁 
渭 修 皇宫 、 沈 括 运 军粮 等 故事 就 充分 地 体现 了 朴素 的 运筹 思想 。 在 20 世纪 50 年 代 中 期 钱 
学 森 、 许 国志 等 教授 将 运筹 学 作为 一 门 学 科 由 西方 引 和 我国， 并 结合 我 国 的 特点 在 国内 推 
广 应 用 。 在 经 济 数学 方面 ， 特 别 是 投入 产 出 表 的 研究 和 应 用 开展 较 早 。 质 量 控制 (后 改 为 
质量 管理 ) 的 应 用 也 有 特色 。 但 是 ， 至 今 运筹 学 在 我 国 的 发 展 情况 与 世界 其 他 国家 相 比 还 
有 一 定 的 差距 ， 特 别 是 在 如 何 运 用 运筹 学 思想 指导 实际 问题 方面 。 

2. 运筹 学 的 定义 和 应 用 原则 

(1) 运 筹 学 的 定义 : 运筹 学 至 今 还 没有 统一 且 确 切 的 定义 。 如 莫 斯 (P. M. Morse ) 和 金 
博 尔 (G. E. Kimball) 曾 对 运筹 学 下 的 定义 是 :“ 为 决策 机 构 在 对 其 控制 下 业务 活动 进行 决 
策 时 ， 提 供 以 数量 化 为 基础 的 科学 方法 。 它 首先 强调 的 是 科学 方法 ， 这 含义 不 单 是 某 种 
研究 方法 的 分 散 和 偶然 的 应 用 ， 而 是 可 用 于 整个 一 类 问题 上 ， 并 能 传授 和 有 组 织 地 活动 。 
它 强 调 以 量化 为 基础 ， 必 然 要 用 数学 。 但 任何 决策 都 包含 定量 和 定性 两 方面 ， 而 定性 方面 
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又 不 能 简单 地 用 数学 表示 ， 如 政治 、 社 会 等 因素 ， 只 有 综合 多 种 因素 的 决策 才 是 全 面 的 。 
还 有 人 认为 : 运筹 学 是 一 门 应 用 科学 ， 它 广泛 应 用 现 有 的 科学 技术 知识 和 数学 方法 ， 解 决 
实际 中 提出 的 专门 问题 ， 为 决策 者 选择 最 优 决 策 提 供 决策 依据 。 这 个 定义 说 明了 运筹 学 具 
有 多 学 科 交 叉 的 特点 。 

运筹 学 的 不 同 定 义 ， 虽 然 强调 的 侧重 点 不 同 ， 但 总 的 含义 是 一 致 的 。 即 运筹 学 的 研究 
对 象 是 各 种 有 组 织 的 系统 ; 研究 的 问题 是 能 用 数量 表示 与 系统 各 项 活动 有 关 又 带 有 运用 、 
筹划 、 安 排 、 控 制 和 规划 方面 的 问题 ; 人 研究 的 任务 是 在 现 有 的 条 件 下 ， 根 据 问题 的 要 求 ， 
对 活动 中 的 复杂 数据 进行 研究 ， 归 纳 成 模型 ， 在 运用 有 关 的 原理 和 方法 求 出 解决 问题 的 最 
优 方案 ， 以 实现 预定 的 目标 。 

(2 ) 运筹 学 的 六 条 原则 : 为 了 有 效 地 应 用 运筹 学 ， 前 英国 运筹 学 学 会 会 长 托 姆 林 森 提 
出 六 条 原则 : 

人 合伙 原则 。 是 指 运筹 学 工作 者 要 和 各 方面 人 人员， 尤其 是 同 实际 部 门 工作 者 合作 。 

@ 催化 原则 。 在 多 学 科 共 同 解 决 某 问题 时 ， 要 引导 人 们 改变 一 些 常 规 的 看 法 。 

@ 互相 渗透 原则 。 要 求 多 部 门 彼此 渗透 地 考虑 问题 ， 而 不 是 只 局 限于 本 部 门 。 

@ 独立 原则 。 在 研究 问题 时 ， 不 应 受 某 人 或 某 部 门 的 特殊 政策 所 左右 ， 应 独立 从 事 
工作 。 

@ 宽容 原则 。 解 决 问 题 的 思路 要 宽 ， 方 法 要 多 ， 而 不 是 局 限于 某 种 特定 的 方法 。 

@ 平衡 原则 。 要 考虑 各 种 矛盾 和 关系 的 平衡 。 

3. 运筹 学 的 工作 步骤 

运筹 学 在 解决 大 量 实际 问题 过 程 中 形成 了 自己 的 工作 步骤 。 

(1) 提出 并 形成 问题 。 即 首先 要 提出 问题 ， 弄 清 问题 的 目标 、 可 能 的 约束 、 可 控 变 量 
以 及 有 关 参 数 等 。 

(2) 建立 模型 。 即 把 问题 中 可 控 变 量 、 参 数 和 目标 与 约束 之 间 的 关系 用 数学 语言 及 合 
适 的 方法 建立 成 一 定 的 模型 。 

(3) 分 析 并 求解 。 根 据 所 建立 模型 的 性 质 和 数学 特征 ， 采 用 各 种 手段 ( 主要 是 数学 方 
法 ， 也 可 用 其 他 方法 ) 求解 模型 。 解 可 以 是 最 优 解 、 次 优 解 、 满 意 解 。 复 杂 模 型 的 求解 需 
用 计算 机 ， 解 的 精度 要 求 可 由 决策 者 提出 。 

(4) 解 的 检验 。 首 先 检 查 求 解 步 又 和 程序 有 无 错误 ， 然 后 检查 解 是 否 能 反映 现实 问 
题 。 

(5) 模 型 的 评价 。 通 过 一 定 的 方法 ， 如 灵敏 度 分 析 法 、 相 关 分 析 法 、 参 数 规划 法 等 对 
模型 的 结构 和 和 看 食 进 行 评价 ， 以 考虑 是 否 要 修改 模型 。 

(6) 解 的 实施 。 是 指 将 解 用 到 实际 中 必须 考虑 到 实施 的 问题 ， 如 向 实际 部 门 讲 清 解 的 
用 法 ， 在 实施 中 可 能 产生 的 问题 和 修改 。 

以 上 过 程 应 反复 进行 。 

4. 运筹 学 的 模型 

运筹 学 在 解决 实际 问题 时 ， 按 研究 对 象 的 不 同 可 构造 不 同 的 模型 。 模 型 是 研究 者 对 实 
际 问题 经 过 思考 后 用 符号 、 文 字 、 图 表 、 关 系 式 以 及 实体 模样 描述 所 认识 到 的 客观 对 和 象 。 
模型 的 有 关 参 数 和 关系 式 要 比较 容易 改变 ， 使 之 有 助 于 问题 的 分 析 和 研究 。 同 时 利用 模型 
和 


还 可 以 进行 一 定 预测 、 灵 敏 度 分 析 等 。 

模型 有 三 种 基本 形式 : 形象 模型 、 模 拟 模型 和 符号 或 数学 模型 。 目 前 用 得 最 多 的 是 符 
号 或 数学 模型 。 

(1) 建 模 的 常用 方法 和 思路 。 

QD 直接 分 析 法 。 按 研究 者 对 问题 内 在 机 理 的 认识 直接 构造 出 模型 。 运筹 学 中 已 有 不 
少 现存 的 模型 ， 如 线性 规划 模型 、 投 入 产 出 模型 、 排 队 模 型 、 存 储 模型 、 决 策 和 对 策 模型 
等 。 这 些 模 型 都 有 很 好 的 求解 方法 及 求解 的 软件 ， 但 用 这 些 现存 的 模型 研究 问题 时 ， 要 注 
意 不 能 生 搬 硬 套 。 

@) 类 比方 法 。 有 些 问题 可 以 用 不 同方 法 构造 出 模型 ， 而 这 些 模型 的 结构 性 质 是 类 同 
的 ， 这 就 可 以 互相 类 比 。 

@@) 试验 分 析 法 。 当 有 些 问题 的 机 理 不 清 ， 又 不 能 做 大 量 试验 来 获得 数据 时 ， 只 能 通 
过 做 局 部 试验 的 数据 加 上 分 析 来 构造 模型 。 

@@ 数据 分 析 法 。 根 据 搜集 到 的 与 问题 密切 相关 的 大 量 数据 ， 或 通过 某 些 试验 获得 大 
量 数据 ， 这 就 可 以 用 统计 分 析 法 建 模 。 

名 构想 法 。 当 有 些 问题 的 机 理 不 清 ， 又 缺少 数据 ， 更 不 能 做 试验 来 获得 数据 时 ， 如 一 
些 社会 、 经 济 、 军 事 问 题 等 。 此 时 人 们 只 能 根据 已 有 的 知识 、 经 验 和 某 些 研究 的 基础 ， 对 
于 将 来 可 能 发 生 的 情况 给 出 逻辑 上 合理 的 设想 和 描述 。 然 后 用 已 有 的 方法 构造 模型 ， 并 不 
断 修 正 完善 ， 直 至 比较 满意 为 止 。 

(2) 模 型 的 一 般 数学 形式 。 


目标 的 评价 准则 Z=f(%;, Y;, 4) 

约束 条 件 8(%i, yi, Ei)=(， =)0 
式 中 ;x 可 控 变 量 ; 

y 一 一 已 知 参数 ， 


各 一 一 随机 因素 。 

目标 的 评价 准则 一 般 要 求 达 到 最 佳 (最 大 或 最 小 )、 适 中 、 满 意 等 。 准 则 可 以 是 单一 
的 ， 也 可 是 多 个 的 。 约 束 条 件 可 以 没有 ， 也 可 有 多 个 。 当 模型 中 无 随机 因素 时 ， 称 它 为 确 
定性 模型 ， 否 则 为 随机 模型 。 

5. 运筹 学 的 应 用 

运筹 学 早期 的 应 用 主要 在 军事 领域 ， 第 二 次 世界 大 战 后 运筹 学 的 应 用 转向 民用 ， 这 里 
只 列 出 一 些 常 见 的 应 用 领域 : 生产 计划 ;市场 销 售 ; 库存 管理 ， 人 事 管 理 ; 运输 问题 ; 财 
政和 会 计 ; 设备 维修 、 更 新 和 可 靠 性 、 项 目 选择 和 评价 ; 工程 的 优化 设计 ; 城市 管理 ， 城 
市 垃圾 的 清扫 、 搬 运 和 处 理 ; 城市 供水 和 污水 处 理 系 统 的 规划 ……… 

6. 运筹 学 的 发 展 趋势 

美国 前 运筹 学 会 主席 邦 特 (S. Bonder) 认为 ， 运 筹 学 应 在 三 个 领域 发 展 : 运筹 学 应 用 、 
运筹 科学 和 运筹 数学 。 

从 20 世纪 70 年 代 末 至 20 世纪 80 年 代 初 不 少 运 筹 学 家 提出 : 要 大 家 注意 研究 大 系 
统 ， 注 意 与 系统 分 析 相 结合 。 

20 世纪 90 年 代 和 21 世纪 初期 ， 出 现 了 两 个 很 重要 的 趋势 : 一 个 是 软 运筹 学 崛起 ; 
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另 一 个 是 与 优化 有 关 的 ， 即 软 计算 。 这 种 方法 不 追求 严格 最 优 ， 具 有 启发 式 思 路 ， 并 借用 
来 自生 物 学 、 物 理学 和 其 他 学 科 的 思想 来 解 寻 优 方法 。 

总 之 运筹 学 还 在 不 断 发 展 中 ， 新 的 思想 、 观 点 和 方法 不 断 地 出 现 。 本 书 只 介绍 了 一 些 
基本 的 运筹 学 思想 和 方法 ， 是 作为 学 习 运 筹 学 的 读者 需要 掌握 的 知识 。 


第 1 章 线性 规划 


线性 规划 是 运筹 学 众多 分 支 中 的 一 个 重要 分 支 。 线 性 规划 理论 是 运筹 学 许多 分 支 一 一 
包含 整数 规划 、 目 标 规 划 、 网 络 流 、 几 何 规 划 、 凸 规划 和 非 线性 规划 等 的 基础 。 它 通常 解 
决 两 类 问题 : 一 是 当 给 定 任务 后 ， 怎 样 合理 安排 ， 统 筹 兼 顾 ， 用 最 小 的 费用 (如 原材料 、 
设备 、 资 金 、 人 工 及 时 间 等 ) 完 成 任务 ; 二 是 在 资源 条 件 一 定 的 限制 下 ， 怎 样 组 织 和 安排 


生产 获得 最 优 的 效益 ( 如 产品 数量 最 多 、 利 润 最 大 等 ) 。 


自 美国 数学 家 丹 捷 格 ( G. B. Dantzig) 于 1947 年 提出 解决 一 般 线性 规划 问题 的 方 


法 


单纯 形 法 以 来 ， 在 理论 上 线性 规划 趋向 成 熟 ， 在 计算 方法 、 实 际 应 用 中 都 有 了 巨大 


的 进步 。 特 别 是 随 着 计算 机 技术 的 进步 ， 当 应 用 电子 计算 机 能 处 理 含有 成 二 上 万 个 约束 和 
变量 的 线性 规划 问题 后 ， 线 性 规划 在 应 用 领域 上 有 了 更 大 的 发 展 。 涉 及 的 领域 主要 有 : 军 
事 、 商 业 、 工 业 、 农 业 、 交 通 运输 业 、 经 济 计划 和 管理 决策 等 。 


【关键 词汇 】 

线性 规划 (Linear Programming ) 目标 函数 
约束 集合 ( Constraint Set ) 可 行 域 

可 行 解 (Feasible Solution ) 右 端 项 

图 解法 (Craphical Solution ) 基 

基 变 量 (Basis Variable ) 非 基 变 量 
基本 解 (Basic Solution ) 基本 可 行 解 
最 优 解 ( Optimal Solution ) 最 优 值 
单纯 形 法 (Simplex Method ) 决策 变量 


大 末 法 (The Big M Method) 两 阶段 法 


( Objective Function) 

( Feasible Region ) 

( Right-hand Side) 

( Basis) 

( Non-basis Variable) 
(Basic Feasible Solution ) 
(Optimal Value ) 
(Decision Variable) 

(The Two-phase Method ) 


1.1 线性 规划 问题 的 引入 与 数学 模型 


1.1.1 问题 的 引入 


在 实际 的 生产 和 经 营 管理 活动 中 经 常 要 考虑 一 类 问题 ， 即 为 了 得 到 最 好 的 经 济 效益 ， 


应 该 怎样 合理 地 利用 现 有 的 各 类 有 限 资 源 。 


【 例 1] 某 工厂 计划 生产 4，B 两 种 产品 ,已 知 生产 4，B 每 单位 产品 所 需要 的 设备 台 
时 数 和 了 、 工 两 种 原材料 的 消耗 数 及 A4，B 每 单位 产品 的 获 利 数 ， 如 表 1-1 所 示 。 
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表 1-1 
一 一- 

A B 

设 备 3 3 Sk 

原材料 I 4 3 

5 24kg 

原材料 I 1 4 

E 16kg 

获 利 3 4 


解 : 问 应 怎样 安排 生产 可 使 工厂 获 利 最 多 ? 

这 个 问题 可 以 用 如 下 的 数学 模型 来 描述 ， 设 产品 4，B 的 产量 分 别 为 x,，x,。 由 于 设 
备 的 有 效 台 时 是 9， 所 以 在 确定 产品 4，B 的 产量 时 ， 要 考虑 到 不 能 超过 该 有 效 台 时 数 ， 
即 用 不 等 式 可 表示 为 

3x1+3x, 和 9 
同 理 ， 由 于 原材料 I 、 开 的 限量 ， 可 得 不 等 式 : 
4x1+3%x, 24 
xit+4x, 16 

该 工厂 的 目标 是 在 不 超过 所 有 资源 量 的 条 件 下 ， 怎 样 确 定 产品 4， 的 产量 x, ，x, 以 
使 得 利润 最 大 。 若 用 Z 表示 利润 ， 这 时 Z=3x,+4x,。 综 上 所 述 ， 则 该 问题 可 用 如 下 数学 
模型 表示 : | 

目标 函数 ”max z=3xi+4x， 


3x1+3%x, 9 
4x,+3x, 之 24 
约束 条 件 : i 
xit+4x, 三 16 
wis 2 0 


【 例 2】 假 设 一 个 成 人 每 天 所 需要 摄取 的 维生素 A，B,C 的 最 少量 及 四 种 食物 甲 、 
乙 、 两 、 丁 每 单位 中 相应 的 维生素 的 含量 如 表 1-2 所 示 ， 问 为 了 既 可 以 满足 人 体 的 需要 又 
可 使 花费 最 少 ， 该 怎样 搭配 这 些 食物 ? 


表 1-2 


维生素 A( mg) 
维生素 B( mg) 0.6 0.2 
维生素 C( mg) 16 7 
成 本 (元 ) 


解 。 训 wi 而， 


,，Xs 分 别 表示 甲 、 乙 、 丙 、 丁 四 种 食物 的 搭配 量 ， 则 数学 模型 为 


1.1 线性 规划 问题 的 引入 与 数学 模型 


目标 消 数 minZ=0. 8x1+0. 5x,+0. 9xas+1. 4x4 
1000x, +1500x, +1700x, +3260x, 三 4000 
0. 6x1+0. 2x,+0. 8x;3+0. 4x4 三 ] 


16x1+7x,+%3+30x, =30 


约束 条 件 : 


Brn yy Wy 0 

从 上 面 两 个 例子 可 以 看 出 ， 它 们 的 数学 模型 具有 一 些 共同 特征 : 

(1) 问 题 均 可 用 一 组 表示 决策 的 变量 (x, ，x,，…，%, ) 来 表示 某 一 方案 ， 变 量 的 每 组 
值 就 表示 一 个 具体 的 方案 。 这 些 决 策 变量 的 取 值 均 为 非 负 和 连续 的 。 

(2) 问 题 均 有 一 些 可 用 线性 不 等 式 或 线性 等 式 来 表示 的 约束 条 件 。 

(3) 问 题 均 有 一 个 具体 的 目标 ， 且 它 可 表示 成 关于 决策 变量 的 一 个 线性 函数 ( 称 之 为 
目标 函数 ) 。 按 问题 的 要 求 不 同 ， 目 标 函 数值 要 达到 最 大 或 最 小 。 

通常 称 目标 孔 数 和 约束 条 件 都 是 关于 变量 的 线性 式 子 的 模型 为 线性 规划 。 


1.1.2 线性 规划 数学 模型 的 几 种 形式 
1. 一 般 形式 


max (min) Z=cx+c Xt +c, %, (1-1) 
anXitavrt+" "+a X, (=, =)b (12) 
S. t. 
CnlX1+QnoXa2 十 十 Qtns( =， 二)0n 
1-3 
Xl Wy ,Yi 0 ( ) 


在 上 述 的 模型 中 ， 式 (1-1) 称 为 线性 规划 的 目标 函数 ， 式 (1-2) 和 (1-3) 称 为 线性 规划 
的 约束 条 件 。 称 系数 e 为 价值 系数 (或 为 目标 因数 系数 ) ; 称 系数 mw 和 局 (i=1，2，… ， 
有 ;7J=1，2，…，7m) 分 别 为 技术 系数 (或 为 约束 系数 ) 和 资源 系数 (或 为 右 端 常数 项 系数 ) ， 
这 三 类 系数 都 是 常量 。 称 x ，x,，…，%, 为 决策 变量 。 式 (1-3 ) 也 被 称 为 决策 变量 的 非 负 
约束 ， 但 在 实际 问题 中 ， 也 有 部 分 决策 变量 允许 取 任 何 实数 ， 此 时 不 能 硬性 规定 其 必须 为 
非 负 的 。 符 号 st 是 “subject to"” 的 缩写 。 

上 述 模型 可 以 简写 为 


n 
max (min) Z = Dox, 
j=!1 


Ca sb Ge=l, dm, my 
Sit 4 j=1 
;0 (j=1, 2:%*, n) 
2 矩阵 形式 和 向 量 形式 
max (min) Z=CX max (min) Z= CX 
i a s.t. Zp < (=, =)$6 
0 X=0 
式 中 : C=(61, cy, co) ,和 =(z， ,KX,) 已 =(ov，… ， an ) b=(b,, . ，0 7 
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3. 标准 形式 
线性 规划 问题 的 模型 的 形式 各 不 相同 ， 为 了 计算 方便 ， 常 需 将 其 化 为 如 下 所 示 的 标准 
形式 : 


maxZ = Do%; 
| 
| 2 ， Mm 

Xi 宇 0, 7=1, 必 n 
和 矩阵 形式 为 

maxZ = CX 

AX=b 

- 

X 三 0 

特点 : 


(1) 目标 函数 求 最 大 值 ; (也 可 求 最 小 值 ， 本 书 中 以 最 大 值 为 准 ) 
(2) 所 有 约束 条 件 都 为 等 式 约束 ; 
(3) 所 有 右 端 常数 访 都 为 非 负 的 ， 即 b; 二 0; 
(4) 所 有 变量 都 为 非 负 的 ， 即 x 三 0。 
下 面 讨论 如 何 转化 为 标准 形式 : 
(1) 目标 函数 的 转换 。 
如 果 是 求 目 标 函 数 的 极 小 值 ， 即 minZ = > cx ， 将 目标 函数 乘 以 -1， 就 可 化 为 求 极 
大 值 问 题 。 即 令 Z' =-Z， 可 得 到 
maxZ’ =—Z =-— Dox, 
(2) 变 量 的 变换 。 
对 取 值 无 约束 的 变量 x): 可 令 =x'-x”)， 且 x';，x"j 宇 0。 
对 变量 x;<0 的 变换 : 可 令 w=-x'), 显然 x') 宇 0。 
(3 ) 约束 条 件 的 转换 。 
不 等 式 约束 : >» ayx; < bi™ > Qi + Wosi = 0; 
Xi 三 0 ” 称 为 松弛 变量 
> ay%; > bi™ >» Qi — Kari = 
x 三 0 称 为 剩余 变量 
等 式 约束 : 当 右 端 常 数 5b,<0 时 ， 等 式 两 端 同 乘 -1， 即 可 。 
【 例 3】 将 下 列 线性 规划 问题 化 为 标准 形式 。 


1.2 线性 规划 解 的 概念 及 图 解法 


minZ = —2%) +%,+3%; 
5x,+2x2+ xs 7 
Xi—X,—4x; 三 2 
一 3xi +%;+2%x; 三 一 5 
xl ，%, 三 0，x3 无 约束 
解 : (1) 因为 x, 无 符号 要 求 ， 即 xs 取 正 值 也 可 取 负 值 ， 标 准 型 中 要 求 变量 非 负 ， 所 
以 令 x =x'3-x"3， 且 x'3，%'; 宇 0; 
(2) 第 1 个 约束 不 等 式 是 “ <" 号 ， 故 在 “<” 左 端 加 入 松弛 变量 x,，xs 三 0， 可 化 为 等 
式 ; 
(3) 第 2 个 约束 条 件 是 =" 号 ， 故 在 “ = " 左 端 减 去 剩余 变量 xs ，xs 三 0， 可 化 为 等 式 ; 
(4) 第 3 个 约束 条 件 右 端 常数 为 -5， 等 式 两 端 同 乘 -1， 将 右 端 常数 项 化 为 正 数 ; 
(5) 目标 函数 是 最 小 值 ， 为 了 化 为 求 最 大 值 ， 令 Z'=-Z， 得 到 max2' =-Z， 即 可 得 标 
准 形式 如 下 : 
maxZ =2x)—xX,—3(x'3—xX":) +0x4s +Oxs 
Sx1+2x,+(X 3x") +x4 =7 
XI -Xs —(X'3—X3) -Xs =2 
Sx1—xX—2(X'3—X"3) =5 


Vy iy Wy a Bs 
1.2 线性 规划 解 的 概念 及 图 解法 


1.2.1 解 的 概念 
设 有 线性 规划 问题 . 


maxZ = bp Cx, (1-4) 
j=1 


之 ai = bi=1, 2, 1- , m) (1-5) 
Wh (16) 
求解 上 述 线性 规划 问题 ， 就 是 从 满足 约束 条 件 式 (1-5) 、(1-6 ) 的 方程 组 中 找 出 一 个 
解 ， 使 目标 函数 式 (1-4) 达到 最 大 值 。 
(1) 可 行 解 . 满足 约束 条 件 式 (1-5) 、(1-6 ) 的 解 为 可 行 解 。 所 有 可 行 解 的 集合 为 可 行 


3. 蕊 


(2) 最 优 解 : 使 目标 函数 达到 最 大 值 的 可 行 解 。 
(3) 基 : 设 4 为 约束 条 件 式 (1-5) 对 应 的 mxn 阶 系数 矩阵 (m<n)， 其 秩 为 m，B 是 矩 
阵 4 中 m 阶 满 穆 子 矩阵 ( 即 | B | 关 0) ， 则 称 妃 是 该 线性 规划 问题 的 一 个 基 。 不 妨 设 : 
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Q11 2 CIim 
B= : =(p1**p,) 
Qn Cs Qnm 


称 B 的 列 向 量 P(j=1，2，…，m) 为 基 向 量 。 称 与 基 向 量 P 对 应 的 变量 x 为 基 变量 。 
除 基 变量 以 外 的 变量 称 为 非 基 变 量 。 

(4) 基 解 ， 对 于 某 一 个 确定 的 基 妨 ， 令 所 有 的 非 基 变量 等 于 零 ， 由 约束 方程 (1-5) 解 出 
所 有 基 变 量 的 值 ， 这 样 得 到 的 一 组 解 称 为 基 解 。 在 基 解 中 取 值 非 0 的 变量 的 个 数 小 于 或 等 
于 方程 个 数 m， 且 基 解 的 总 数 不 超 过 C"。 

(5) 基 可 行 解 : 满足 变量 非 负 约束 条 件 式 (1-6) 的 基本 解 ， 称 基 可 行 解 。 

(6) 可 行 基 : 与 基 可 行 解 对 应 的 基 称 为 可 行 基 。 

由 上 述 定义 ， 各 种 解 之 间 的 关系 可 用 图 1-1 表示 。 


非 可 行 解 


图 1-1 解 之 间 的 关系 


【 例 4】 求 出 下 列 线性 规划 问题 的 所 有 基 解 ， 并 指出 哪些 为 基 可 行 解 及 最 优 解 。 
maxZ =4x1 一 2xX2 一 23 
SX1 +X2 一 %3 十 4 一 3 
s. t. 4—10x,+6x,+2x3+%Xs =2 
0, J=1, *…, 5 
解 : 约束 方程 的 系数 矩阵 为 2x5 矩阵 ; 
4=| 1 -1 1 | 
-10 6 2 0 1 


r(4)=2，2 阶 子 矩 阵 有 10 个 ， 其 中 基 和 矩阵 只 有 9 个 ， 即 
| 5 a. | | 5 | | | 
有 = B,= 有 ;= B,= 
-1l0 6 ”|6 2 -1l0 1 6 0 
各 | 长 | | 9 | | | 
B;= Be= B,= Bs = B,= 
-10 0 2 1 2 0 6 1 0 1 


T 
则 可 得 相应 的 基 解 为 = ( 凶 , 1, 0, 0, 0] ,和 = (0, 1, -2, 0, 0)", = 


1.2 线性 规划 解 的 概念 及 图 解法 


T 1 8 T 1 至 
(3. 0， 0 0， 5] X, ~ (o. 本 y 0 ， 日 0] 3 磺 5 三 ( 赴 ， 四; 0 ， 4， 0] 9 Xe 


(0， 0, -3, 0， 8)  ， X] = (0, 0， 1， 4， OF7, X， 一 (0, 3 0, 0， -16)", Xs 


(0, 0, 0, 3, 2)"。 
可 知 ， 基 可 行 解 有 针 ，Xs，X。，X;，X。; 最 优 解 为 X,。 


1.2.2 图 解法 


借助 几何 图 形 的 直观 性 ， 下 面 探 讨 仅 含 两 个 决策 变量 的 线性 规划 问题 求解 方法 一 一 图 
解法 。 图 解法 不 仅 具 有 简单 、 直 观 的 优点 ， 更 有 助 于 初学 者 了 解 线 性 规划 解 的 基本 原理 。 
但 同时 要 注意 到 ， 对 决策 变量 个 数 为 三 个 以 上 的 线性 规划 问题 ， 无 法 运用 图 解法 来 求解 。 

图 解法 求解 线性 规划 的 步骤 为 : 

(1) 取 决策 变量 x, ，x, 为 坐标 向 量 建立 平面 直角 坐标 系 。 

(2) 把 所 有 约束 条 件 都 直接 取 为 等 式 形式 ， 并 在 坐标 系 中 画 出 相应 的 直线 ， 然 后 根据 
所 有 约束 条 件 的 原 有 要 求 ， 确 定 出 可 行 域 。 

(3) 任 意 给 定 目标 函数 一 个 值 ， 作 出 相应 的 目标 函数 等 值 线 ， 然 后 将 该 等 值 线 向 着 目 
标 函 数值 更 优 的 方向 平移 ， 使 其 移 至 既 与 可 行 域 的 边界 相交 又 不 能 使 目标 函数 值 更 优 的 位 
置 ， 这 时 的 交点 即 为 所 求 最 优 解 。 

注 : 步骤 (2) 中 在 判断 不 等 式 约束 所 决定 的 半 平 面 时 ， 可 根据 取 特 殊 点 的 方法 或 根据 
把 不 等 式 等 价 变形 为 某 一 变量 单独 放 在 不 等 式 一 边 的 方法 来 确定 ; 步骤 (3) 中 目标 函数 等 
值 线 的 平移 方向 ， 也 可 根据 取 特 殊 点 的 方法 或 根据 等 值 线 的 法 线 方 向 来 确定 。 

【 例 5】 用 图 解法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 


maxZ =2%x|+3x, maxZ =2x)+4x, 
maxZ =X] +X, 

Xi1+2x, 和 8 Xi+2%, SB 

—2x1+%, 4 

(1) 4x| 夺 16 (2) 4x1i 和 16 (3) 
Ss. SE 总 也 X1 一 %o2 <2 

4x, 夺 12 4x, 三 12 

vs Wy 
xi, 入 宇 0 wi WO 


解 : 用 图 解法 求解 上 述 三 个 线性 规划 的 几何 图 形 如 图 1-2 ~ 图 1-4 所 示 。 


0-1 234567 8 


图 1-2 唯一 最 优 解 图 1-3 无 穷 多 最 优 解 
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图 1-4 无 界 解 


由 图 1-2 知 ，(1) 只 有 唯一 最 优 解 0,; 由 图 1-3 知 ， 位 于 线段 
0,Q0; 上 的 所 有 的 点 均 为 (2) 的 最 优 解 ， 即 (2) 有 无 穷 多 最 优 解 ， 由 
图 1-4 知 ， 随 着 等 值 线 的 平移 ，(3) 的 目标 函数 值 可 以 无 限 增 大 ， 
故 (3) 没 有 有 限 的 最 优 解 ， 称 之 为 无 界 解 。 

另 如 在 (1) 中 再 添加 一 个 约束 条 件 ，-2x,+x, 宇 4， 则 由 图 1-2 
知 ， 该 问题 的 可 行 域 是 空 集 ， 即 没有 可 行 解 ， 也 就 不 存在 最 优 解 。 

当 求 解 结果 出 现 无 界 解 和 可 行 域 为 空 集 两 种 情况 时 ， 一 般 说 明 
建立 的 线性 规划 模型 有 错误 。 前 者 是 因为 缺乏 必要 的 约束 条 件 ， 后 
者 是 因为 存在 相互 矛盾 的 约束 条 件 ， 建 模 时 应 加 以 注意 。 

从 上 述 例题 可 见 ， 线 性 规划 问题 的 解 存在 四 种 可 能 情形 : 唯一 
最 优 解 、 无 穷 多 最 优 解 、 无 界 解 和 无 可 行 解 。 再 进一步 分 析 还 可 


知 ， 当 线性 规划 问题 的 可 行 域 不 是 空 集 时 ， 它 必 为 有 界 或 无 界 的 凸 集 (或 称 凹 多边形) 。 
如 线性 规划 有 最 优 解 ， 则 对 应 于 可 行 域 的 某 个 顶点 一 定 可 以 达到 最 优 解 ; 如 有 两 个 顶点 均 
能 达到 最 优 解 ， 则 这 两 点 的 连 线 上 的 任意 一 点 均 为 最 优 解 。 这 些 结论 源 于 运用 图 解法 解 仅 
含 两 个 变量 的 线性 规划 问题 ， 可 证 它们 对 含有 个 变量 的 线性 规划 问题 也 成 立 。 


1.3.1 基本 概念 


1.3 线性 规划 问题 的 解 的 性 质 


(1) 凸 集 : 设 De R"， 如 对 任意 两 点 了 ，YeD, 0 大 ww 和 1 有 


则 称 D 为 凸 集 。 


aX+(l1-a)YeD 


从 直观 上 讲 ， 凸 集 没有 凹陷 部 分 ， 其 内 部 也 没有 空洞 。 平面 上 实心 圆 ， 实 心 球 体 ， 直 
线 等 都 是 凸 集 ， 而 圆 环 不 是 凸 集 。 图 1-5 中 的 (a)(b) 是 凸 集 ，(c) 不 是 凸 集 。 任 何 两 个 凸 
集 的 交集 是 凸 集 ， 见 图 1-5(d). 


(a) (b) (c) (d) 
图 


< 1-5 


(2) 凸 组 合 : 设计 ,对 ，… ,XX 是 n 维 欧 氏 空间 R, 中 的 天 个 点 。 若 存在 如 ， 


k 
Hz, Me, OL!1, Dp =1, 使 
i 


X=0 Xt K+ tk, 


1.3 线性 规划 问题 的 解 的 性 质 


则 称 X 为 入 ，X,，… ,天 , 的 一 个 凸 组 合 。 
(3) 顶 点: 设 D 是 凸 集 , XeD, 车 站 不 能 用 D 中 不 同 的 两 点 针 ，X, 的 凸 组 合 表 示 
为 : 


X=uX1+(1-1)X, (0<u<1) 
则 称 X 为 D 的 一 个 项 点 (或 极点 )。 


1.3.2 解 的 性 质 
性 质 1 车 线性 规划 问题 存在 可 行 解 ， 则 该 问题 的 可 行 域 
D= {x1 TAx=b, X=0) 


是 凸 集 。 

证 明 : 设 X，X, eD 为 线性 规划 问题 的 任意 两 个 不 同 的 可 行 解 ， 则 有 
AX, =AX, =b 

令 =Xi+(1-p)X, (0<w<1) ， 则 可 得 


4X= 4 [wx + (1 —W)X, | 
=H4X + (1 -1)AX, 
=ub + (1 -pp)b 
=b 
又 因为 X 宇 0, 针 宇 0, >0, 1-4>0， 所 以 X=pX+(1-4)X, 大 0。 由 此 可 知 ,， XeD， 
即 刀 是 凸 集 。 
引 理 ”线性 规划 问题 的 可 行 解 X= (x, ，x,，…，x,)" 是 基 可 行 解 的 充分 必要 条 件 是 
和 蕊 的 正 分 量 对 应 的 约束 条 件 的 系数 矩阵 中 的 列 向 量 线性 无 关 。 
必要 性 由 基 可 行 解 的 定义 直接 可 得 。 充 分 性 由 向 量 组 的 线性 相关 及 线性 无 关 的 性 质 可 
证 。 


性 质 2 ”线性 规划 问题 的 基 可 行 解 与 可 行 域 ( 凸 集 ) 的 顶点 是 一 一 对 应 的 。 

性 质 3 ” 若 线性 规划 问题 存在 有 界 的 可 行 域 ， 则 一 定 存在 某 个 顶点 使 它 达 到 最 优 ( 即 
存在 某 个 基 可 行 解 是 最 优 解 ) 。 

证 明 : 设 可 行 域 有 大 个 顶点 已 ，X,，…，X,， 再 设 X' 不 是 顶点 ， 且 X' 可 使 目标 函数 
达到 最 优 值 Z” =CX'( 以 标准 形式 maxZ=2" 为 例 ) 。 

由 X' 不 是 顶点 及 顶点 的 定义 知 ，X' 可 由 可 行 域 的 所 有 顶点 线性 表示 为 

大 大 
和 = 之 人 ZE，0<A<1l， 之 Mi=l (1-7) 
在 顶点 |， Xs, YY 全 中 一 定 存在 某 个 蕊 ， 满足 
CX,=max{CX,|i=1, 2, -…, k, iz¥t} 


用 蕊 代替 式 (1-7) 中 的 所 有 成， 则 有 


k k 
CX’ = CO AX <CO AX,=CY, 
i=1 | 
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而 根据 假设 ， 最 大 值 是 Z* =CX' ， 故 必 有 CX'=CX,。 

即 顶点 X, 使 目标 函数 达到 最 优 值 。 

另外 ， 千 可 行 域 为 无 界 ， 则 可 能 没有 最 优 解 ， 也 可 能 有 最 优 解 ， 若 有 也 必定 在 某 个 顶 
点 上 得 到 。 


最 大 值 。 
根据 上 述 讨论 ， 可 得 到 下 列 结论 : 
线性 规划 问题 的 所 有 可 行 解 构成 的 集合 是 个 凸 集 ， 也 可 能 是 无 界 域 ， 它 们 仅 有 有 限 个 


顶点 ， 线 性 规划 问题 的 基 可 行 解 与 可 行 域 的 顶点 对 应 ; 大 线性 规划 问题 有 最 优 解 ， 一 定 会 
在 某 顶 点 得 到 。 虽 然 可 行 域 的 顶点 的 个 数 是 有 限 的 (不 大 于 超过 C" 个 )， 如 用 枚 举 的 方 


式 ， 先 找 出 所 有 基 可 行 解 ， 然 后 一 一 比较 ， 可 能 会 找到 最 优 解 ， 但 这 种 方法 在 n，m 都 比 
较 大 时 ， 是 行 不 通 的， 为 此 要 继续 讨论 ， 如 何 才 能 有 效 地 找到 最 优 解 ， 目 前 已 有 多 种 方 
法 ， 本 书 仅 详细 介绍 单纯 形 法 。 


1.4 单纯 形 法 


单纯 形 法 求解 线性 规划 的 基本 思想 是 : 从 可 行 域 的 某 个 顶点 ( 基 可 行 解 ) 开 始 ， 判 别 
其 是 否 为 最 优 解 ， 如 不 是 ， 则 通过 变换 转换 到 另 一 个 使 目标 值 更 优 的 顶点 ( 基 可 行 解 ) ， 
重复 判别 和 转换 过 程 ， 直 至 找到 最 优 解 ， 或 能 判别 线性 规划 无 最 优 解 为 止 。 

为 了 更 快 地 找到 最 优 解 ， 必 须要 解决 以 下 三 个 问题 .: 

(1) 如 何 简单 地 找到 初始 的 基 可 行 解 ? 

(2) 如何 判断 当前 的 基 可 行 解 是 否 为 最 优 解 ? 

(3) 在 转换 的 过 程 中 ， 怎 样 保 证 只 会 遇见 基 可 行 解 ， 而 且 新 的 基 可 行 解 会 使 目标 值 更 
优 ? 
1.4.1 引 例 


因为 线性 规划 问题 的 标准 形式 中 除非 负 约 束 条 件 外 的 其 他 约束 条 件 构 成 一 个 线性 方程 
组 ， 所 以 下 面 用 代数 方法 来 求解 一 个 线性 规划 问题 ， 并 从 中 考虑 上 述 三 个 问题 。 
【 例 6】 例 1 的 标准 型 为 
max LZ =3xi+4x,+ 0x3+Ox4 +0xs (1-8) 
3x1+3%X,+ %3= 9 
4x1+3x,+xs =24 
EE (1-9) 
Xi+4x,+xs =16 


Mi 0 2 


约束 方程 (1-9) 的 系数 和 矩阵 


3 
MA=(P Bs, Pa, BP, | 


1.4 单纯 形 法 


从 式 (1-9) 中 可 以 看 到 x,, x ，xs 的 系数 列 向 量 构成 一 个 基 : 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
故 对 应 于 B 的 变量 x, ,x ,xs 为 基 变 量 ,，x; , x, 为 非 基 变量 。 

从 式 (1-9) 中 可 得 到 基 变 量 x;, x，, xs 用 非 基 变量 x, , x, 表示 如 下 : 


B=(P,, P,, P;)= 


= 03x =3%, 
. =24-4x|—3x, (1-10) 
MX5 三 16 一 Xi 一 4x5 
将 式 (1-10) 代 入 目标 函数 式 (1-8) ， 得 到 
Z=3x,+4x,+0 (1-11) 


令 非 基 变 量 x, =*,=0， 由 式 (1-10) 可 得 到 一 个 基 可 行 解 : 
XM"=(0, 0, 9, 24，16) 7 

再 将 其 代入 式 (1-11) ， 得 到 Z=0。 

这 个 基 可 行 解 表示 : 该 工厂 没有 安排 生产 产品 4，B; 资源 都 没有 被 利用 ， 所 以 工厂 
的 利润 为 0。 

下 面 来 看 一 下 目标 函数 还 有 没有 改善 的 可 能 。 分 析 目标 函数 的 表达 式 (1-11) 可 看 到 非 
基 变 量 ,x 的 系数 都 是 正 数 ， 因 此 将 这 两 个 中 的 任 一 个 非 基 变 量变 为 基 变量 ， 即 使 该 非 
基 变 量 的 值 从 堆 变 成 正 数 ， 都 可 能 会 使 目标 函数 的 值 增 大 。 从 经 济 意义 上 讲 ， 只 要 安排 生 
产 产品 4 或 8， 就 可 以 使 工厂 的 利润 增加 。 故 只 要 目标 丙 数 的 表达 式 (1-11) 中 还 存在 有 系 
数 为 正 的 非 基 变 量 ， 就 表示 目标 函数 值 还 有 改善 的 可 能 ， 就 需要 进行 非 基 变 量 与 基 变量 的 
对 换 ， 称 之 为 基 变 换 。 为 了 使 目标 函数 值 改善 得 更 好 ， 一 般 要 选择 正 系数 最 大 的 那个 非 基 
变量 为 换 入 变量 ， 此 处 显然 是 要 把 换 为 基 变 量 。 由 于 系数 矩阵 4 的 秩 不 变 ， 故 还 要 从 
原来 的 基 变 量 中 选 一 个 出 来 换 为 非 基 变量 。 确 定 换 出 变量 时 要 保证 新 的 基 解 是 可 行 的 。 

分 析 式 (1-10) ， 当 将 x 选 为 换 入 变量 时 (此 时 x， 仍 为 非 基 变 量 ， 其 值 为 0) ， 必 须 从 
名 ,4 中选 定 一 个 换 出 变量 ， 并 保证 其 余 的 都 是 非 负 的 。 则 由 式 (1-10) 得 
x; = 9-3x, >0 
Xa =24-3x, 宇 0 (1-12) 
xs=16-4x, >0 

可 见 式 (1-12) 成 立 的 充 要 条 件 是 二 smin| 32， 对 ,区 ] =3。 即 当局 从 0 增加 到 3 时 ， 
原 基 变量 x, 的 值 最 先 变 成 0， 而 另外 的 基 变量 xm ,x 的 值 仍 为 正 。 帮 要 用 x 取代， 即 
得 到 新 的 基 变 量 总 ，x, xs。 此 时 相应 的 基 矩 阵 为 


3 
3 
4 
由 式 (1-10) 重 新 将 基 变 量 x, ，x*, ,xs 用 非 基 变 量 x, ,x 表示 为 


0 0 
B= = 1 0 
0 1 
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1 
X2 三 3 一 Xi 一 二 3 


3 
%4 三 15 一 Xi 二 X3 C13) 


Xs=4+3%1 + 


将 其 代 人 目标 函数 式 (1-8) ， 得 到 


Z=12-m -人 (1-14) 


邻 非 基 变量 x, =x; =0， 可 得 到 Z=12 及 另 一 个 基 可 行 解 . 
XV = (0, 3, 0, 15, 4)7 

从 式 (1-14)， 可 见 所 有 非 基 变量 x, ，x; 的 系数 都 是 负数 。 可 见 如 再 进行 基 变 换 ， 不 
论 是 选 * 还 是 选 x, 为 换 人 变量 ( 即 其 值 从 0 增加 为 正 数 ) ， 都 会 使 目标 函数 值 下 降 。 因 此 
X0=(0, 3，0，15，4) 为 最 优 解 ， 此 时 目标 函数 达到 最 大 值 Z=12。 即 当 产 品 A 不 生 
产 ， 产品 B 生产 3 件 ， 工厂 才能 得 到 最 大 利润 。 读 者 可 将 每 步 迭 代 得 到 的 结果 与 图 解法 
做 一 对 比 ， 其 几何 意义 非常 清楚 。 

上 例 求解 方法 实质 上 就 是 单纯 形 法 ， 它 的 基本 思想 是 : 从 约束 条 件 方程 的 一 个 基 可 行 
解 X 开 始 ， 通 过 判别 其 是 否 为 最 优 解 ( 即 观察 由 非 基 变量 表示 的 目标 函数 表达 式 中 ， 所 
有 非 基 变量 的 系数 ) ， 如 不 是 ， 就 进行 基 变 换 ( 即 确定 换 和 信 、 换 出 变量 )， 并 用 代数 迭代 的 
方法 ， 实 现 从 一 个 基 可 行 解 到 另 一 个 基 可 行 解 的 转换 ， 直 到 得 到 最 优 解 为 止 。 


1.4.2 单纯 形 法 的 一 般 描述 


1. 初始 基 可 行 解 的 构造 

为 了 构造 初始 基 可 行 解 ， 首 先 要 找 出 初始 可 行 基 ， 其 方法 如 下 。 
(1) 直接 观 察 。 

如 线性 规划 问题 的 约束 条 件 为 


站 过 0 ee 
特殊 情况 下 通过 直接 观察 约束 条 件 的 系数 矩阵 的 列 向 量 P; 或 对 约束 条 件 的 系数 和 矩阵 
进行 简单 的 变形 ， 就 可 找 出 一 个 初始 可 行 基 
1 


B={P , 2,, “= 


m 


1 
(2) 加 松弛 变量 。 
对 约束 条 件 全 部 为 “大 "型 的 不 等 式 ， 利 用 化 标准 形式 的 方法 ， 只 需 在 每 个 约束 条 件 
的 左 端 加 上 一 个 松弛 变量 。 则 可 得 下 列 方程 组 (xl ，x,,,，… ，xwm 为 松弛 变量 ) : 
16 


QI1XI1 十 QizX2 十 十 QinXn 二 YXnrl = bi 


Q21Y%1 十 Q22X2 十 … 十 GD Xt +X = b» 


A (1-15) 
QnXitarX2t "tanXn t+ ym = b, 
Mi 字 0， j=1, 2, …, ntm 
于 是 ， 式 (1-15) 中 含有 一 个 mxm 阶 单位 矩阵 ， 初 始 可 行 基 8 即 可 取 该 单位 矩阵 。 
将 式 (1-15 ) 每 个 等 式 移 项 得 
Kar = 四 一 QHXI 一 QiaxXa 一 一 QinXn 
Kis2 = 0 一 Q21X1 一 Q2aX2 一 … 一 Qanxn (1-16) 
Yim = b: 一 QmlX1i 一 QipX2 一 “一 CnnXn 


令 xi=z=… =x,=0， 则 由 式 (1-16) 可 得 x,,,=b, (i=1，2，…，m)， 即 得 到 一 个 初始 基 
可 行 解 : 
X=(0，0，…，0， Bis 0 

(3) 加 非 负 的 人 工 变 量 。 

当 所 有 约束 条 件 为 “三 "型 的 不 等 式 及 等 式 时 ， 若 不 存在 单位 矩阵 ， 可 人 工 构造 初始 
可 行 基 。 即 : 

对 “ 宇 ” 型 的 不 等 式 约束 ， 先 减 去 一 个 非 负 的 剩余 变量 ， 再 加 上 一 个 非 负 的 人 工 变量 ; 

对 于 等 式 约束 ， 直 接 加 上 一 个 非 负 的 人 工 变量 。 

这 样 就 可 在 新 约束 条 件 的 系数 和 矩阵 中 找到 一 个 单位 矩阵 作为 初始 可 行 基 。 类 似 上 述 讨 
论 ， 就 可 得 一 个 初始 基 可 行 解 。 

2. 最 优 性 检验 与 解 的 判别 

由 1.3 节 知 ， 线 性 规划 问题 的 解 有 四 种 可 能 : 唯一 最 优 解 、 无 穷 多 最 优 解 、 无 界 解 和 
无 可 行 解 。 因 此 ， 有 必要 建立 解 的 判别 准则 。 一 般 情形 下 ， 对 于 某 个 可 行 基 B， 经 过 和 迭代 
式 (1-16) 会 变 成 


Xi =0', — D5 a, (i311, 2 * Him) (1-17) 
将 其 代入 目标 函数 表达 式 中 ， 整 理 可 得 


n+m nn m n m n 
ns Pa , 严 
2 = > Ci1 = > CiX 十 > CntiXnti = > Cj + 2 Cnt NO 多 Q ii 
j=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 


= Ya + pp 一 六 ye (1-18) 
i=1] j=1 i=1 j=1 
= Deb + p> 一 ee, 
1 y=1 =1 
令 Zu = > cl Z = 六 as 了 = n 
i=1 
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则 有 Z = + 
令 oj=c-2Z， ( 称 之 为 x 的 检验 数 ) 
则 六 (1-19) 
最 优 性 判别 定理 
车 对 应 于 基 B 的 基 可 行 解 为 X=(0, 0,，…, 0, b',，… , 4b',) ， 且 所 有 非 基 变量 的 


检验 数 wj 和 0 (j=1,2,…, n)， 则 XX 为 最 优 解 ， 基 B 为 最 优 基 。 
(1) 唯 一 最 优 解 的 判别 。 
当 所 有 非 基 变量 的 检验 数 oj,<0 (j=1，2，…，,n) 时 ，X 为 唯一 最 优 解 。 
(2) 无 穷 多 最 优 解 的 判别 。 


当 所 有 非 基 变量 的 检验 数 o,<0 (1=1，2，…, 7m) ， 且 至 少 存在 一 个 非 基 变量 的 检验 
数 等 于 0 时 ， 则 线性 规划 问题 除外 ， 人 

(3 ) 无 界 解 的 判别 。 

若 对 应 于 基 B 的 基 可 行 解 为 X=(0,，0，,，…,，0,b'，… ,，b',)'， 若 存在 一 个 非 基 变 


量 *, 的 检验 数 o>0， 并 且 对 i=1，2,…，m， 有 a0， 则 该 线性 规划 问题 具有 无 界 解 
(或 称 没有 有 限 的 最 优 解 ) 。 

注 : 上 述 讨论 都 是 针对 以 目标 函数 极 大 化 为 标准 形式 的 。 如 要 求 目 标 函 数 极 小 化 ， 一 种 
方法 是 将 其 先 化 为 标准 形式 ， 然 后 再 用 上 述 最 优 性 原理 判别 ; 另 一 种 方法 是 不 必 将 其 转换 为 
标准 型 ， 只 需 在 上 述 判 别 定理 点 中 把 o <0 相应 改 为 mw =0， 把 wii<0 相应 改 为 o>0 即 可 。 

3, 基 变 换 

当 判 别 出 初 始 基 可 行 解 X" 不 是 最 优 解 ， 同 时 不 能 判别 问题 有 无 界 解 时 ， 就 要 寻找 一 
个 新 的 基 可 行 解 。 

从 例 6 可 知 ， 寻 找 新 的 基 可 行 解 的 具体 做 法 为 : 

把 原 可 行 基 中 某 一 个 列 向 量 用 矩阵 4 中 除 构 成 该 基 之 外 的 某 一 个 列 向 量 替 代 ， 在 保 
证 线性 无 关 的 条 件 下 得 到 一 个 新 的 可 行 基 ， 称 该 过 程 为 基 变 换 。 为 了 换 基 ， 必 须 先 确定 换 

入 变量 (或 称 进 基 变量 ) ， 再 确定 换 出 变量 (或 称 出 基 变 量 ) ， 把 它们 在 矩阵 4 中 相应 的 系 
数列 向 量 进行 替换 ， 就 得 到 一 个 新 的 可 行 基 。 

(1 ) 确定 换 入 变量 。 

当 存 在 o>0 时 ， 则 当前 的 基 可 行 解 不 是 最 优 解 ， 即 当 x 增 大 时 ， 目 标 函 数值 还 可 以 
增 大 。 故 可 选 x 为 换 入 变量 。 

当 有 多 个 o,>0， 则 可 选 其 中 任意 一 个 对 应 的 非 基 变量 作为 换 人 变量 ( 由 于 系数 和 矩阵 4 
的 秩 不 变 ， 故 换 入 变量 只 有 一 个 )。 但 由 例 6 可 看 出 ， 选 o>0 中 的 较 大 者 对 应 的 非 基 变 
量 作为 换 入 变量 可 使 目标 函数 值 增加 得 更 快 ， 即 由 max(o,>0) =0,， 选 择 x 为 换 人 变量 。 

(2) 确定 换 出 变量 。 

当选 定 %, 为 换 人 变量 后 ， 按 式 (1-17 ) 可 确定 换 出 变量 。 具 体 做 法 为 : 

在 式 (1-17) 中 ， 让 除 wx 外 的 其 余 非 基 变 量 取 值 为 0， 则 可 得 


下 
mi =b i i 人 Xk 
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1， 25 7 mM 
如 对 i=1，2,…，m， 都 有 a', 夺 0， 则 该 线性 规划 问题 具有 无 界 解 。 否 则 ， 要 保证 所 
有 x*,,; 宇 0， 由 此 可 得 x, 的 最 大 值 ， 记 为 6， 即 为 


b,” 
0= wine >0] -二 
CQ 
上 式 表示 当 x,=09 时 ， 除 x,,y=b'-a'xs=0， 其 余 xx,,>0。 故 可 选择 x 为 换 出 变量 。 
这 种 按 最 小 比值 确定 9 值 的 原则 ， 称 为 最 小 比值 规则 。 


当 有 多 个 值 使 比值 达到 最 小 值 时 ， 则 可 选 其 中 任意 一 个 对 应 的 基 变 量 作为 换 出 


变量 (由 于 系数 和 矩阵 4 的 秩 不 变 ， 故 换 出 变量 只 有 一 个 )， 其 余 的 仍然 保持 基 变 量 不 变 ， 

但 这 些 基 变量 的 值 只 能 为 0， 称 此 时 对 应 的 基 可 行 解 为 退化 的 基 可 行 解 。 

4. 主 元 变换 

当选 定 x 为 换 入 变量 ，x,, 为 换 出 变量 后 ， 则 元 素 a'j 称 为 主 元 素 。 为 了 把 新 的 基 变 
量 都 用 非 基 变量 表示 ， 可 通过 对 式 (1-17 ) 实行 消 元 法 来 实现 。 而 由 线性 方程 组 的 理论 ， 这 
一 过 程 的 实质 是 在 上 一 步 变化 后 的 系数 和 矩阵 4 的 增 广 矩阵 中 ， 通 过 初等 行 变 换 ， 把 主 元 
素 a'i 变 为 1!1， 把 a'i 所 在 列 的 其 他 元 素 全 部 变 为 0。 故 称 该 变换 为 主 元 变换 (或 为 旋转 变 
换 )。 

重复 进行 上 述 的 最 优 性 检验 到 主 元 变换 的 过 程 ， 最 终 就 可 找到 问题 的 最 优 解 或 得 出 问 
题 有 无 界 解 。 


1.4.3 单纯 形 法 的 表格 计算 法 


为 了 便于 手工 计算 ， 人 们 根据 单纯 形 法 的 计算 过 程 设 计 了 一 种 计算 表 ， 称 之 为 单纯 形 
表 oo 
1. 初始 单纯 形 表 的 建立 
设 线性 规划 问题 经 过 标准 化 后 具有 如 下 形式 : 
maxZ =C%1+C2%2 +" + NT +O Nd t+ pm Niim 


QiXi ta + ta Xn tN = bl 


Ca2lX1 十 QoaX2 十 … 十 QanXn 二 xns2 = b, 


Qni | 十 QnDX2 二 二 CnXn tem > bw 


Xs Kas Ks Karts ””， Xpnrm 
把 前 m 个 约束 方程 和 目标 函数 的 表达 式 组 成 一 个 具有 n+m+1l 个 变量 ，m+1 个 方程 的 
方程 组 ， 所 示 如 下 : 


Ci 到 十 Qi2%2 十 "十 Qi 十 Was = bi 


lan 
QalX1 十 QaaXz 十 … 十 0anXn 十 Xns2 = bs 


QIXI 十 Qi2X2z 十 十 QiX 十 Xin 二 也 


ma nn Atm m 


ZHCIXI HCN Na tC N+ tC mm Nnn= 0 


n+l ntm”™ n+m 
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把 -2 也 看 做 一 个 变量 ， 可 得 上 述 方程 组 的 增 广 矩阵 为 
= 
0 1 0 … 0 | 2， 
0 dy 古 ， 0 1] …- 0 |b, 


1 Cl Ba iw | 
从 上 述 增 广 和 矩阵 可 看 出 ， 如 把 -2 当做 不 参与 基 变 换 过 程 的 基 变 量 ， 则 它 与 x,,， 
,所 对 应 的 系数 列 向 量 构成 该 增 广 矩阵 的 一 个 基 。 此 时 若 采 用 初等 行 变 换 将 


Bq +2 了 ? 
ci ， C2 ，"…，Cisn 变 为 零 ， 则 该 基 就 变 为 了 单位 和 矩阵， 此 时 相应 的 增 广 和 矩阵 变形 为 
到 | Ny X, Ntl Nii+2 Ti+ mm b 
0 :和 a “"…， Gi 1°'" :0 si: 0 b 
0 ta 0 on WE b, 
0 | a mn Qn 0 0 1 b, 
1 cc- > ¢ 辐 | Cu 一 之 Cain 0 0 ,| 各 > 加， 
| | Usadl 
则 可 设计 如 表 1-3 所 示 的 初始 单纯 形 表 。 
表 1-3 
8 Ci C Ca 
0 
Cap Xa b XI 区 n+l Vtm 
| i b Qi a 1 0 0 
六 区 b Qa a 0 0 0, 
Bi x b Ql Op 0 1 0 
-2 -nb 站 et 全 人 OO 0 
i=1 1=1 i=1 


和 列 中 填 人 基 变 量 ， 这 里 是 x ， 4s ，…， iwno 

cy 列 中 填 信 基 变 量 的 价值 系数 ， 这 里 是 c ，c,s，…，c,。s， 它 们 随 着 基 变 量 的 改变 
而 改变 。 填 写 该 列 的 目的 是 为 了 计算 检验 数 。 

4 列 中 填 入 约束 方程 组 右 端的 常数 ， 它 代表 了 相应 的 基 变 量 的 取 值 。 

c 行 中 填 人 所 有 变量 的 价值 系数 c ，c,，…，c,。 

9 列 的 数字 是 在 换 入 变量 选 定 后 ， 按 最 小 比值 原则 计算 后 填 人 的 。 
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最 后 一 行 称 为 检验 数 行 ， 所 有 基 变 量 的 检验 数 都 为 0， 而 各 非 基 变量 x 的 检验 数 对 应 
分 别 是 


oy /DD 


由 表 1-3 可 知 ， 它 不 仅 包含 了 原 问题 的 信 | 息 ( 可 见 表 中 前 m 行 对 应 除非 负 约 束 条 件 外 
的 所 有 约束 条 件 ，c; 行 对 应 目标 函数 )， 而 且 包 含 了 最 优 性 检验 (可见 表 中 最 后 一 行 )， 当 
前 基 可 行 解 和 当前 目标 值 (可 见 b 列 ) 的 信息 ， 因 此 可 利用 它 来 进行 单纯 形 迭 代 。 

注 : 变量 的 非 负 约 束 条 件 在 单纯 形 表 中 是 隐 含 在 b 列 中 的 ， 即 b 列 的 数值 (除了 和 最 后 
一 行 交 又 处 外 ) 都 是 非 负 的 。 如 在 迭代 过 程 中 4 列 出 现 负 值 ， 则 说 明 当 前 的 基 解 不 是 基 可 行 
解 ， 求解 就 不 能 再 进行 下 去 了 。 出 现 这 种 情况 的 原因 可 能 在 于 初始 基 解 不 是 基 可 行 解 ， 或 者 
是 在 迭代 过 程 中 选择 换 入 变量 ,或 者 是 在 迭代 过 程 中 进行 主 元 变换 时 出 现 了 错误 。 

2. 表格 单纯 形 法 的 计算 步骤 

(1) 根 据 数学 模型 确定 初始 可 行 基 ， 建 立 初始 单纯 形 表 。 

(2) 计 算 所 有 非 基 变量 x 的 检验 数 : 


oy = sy =1,2, , BnB) 

和 否 所 有 oj 和 0,J=1，2，…， 7m， 则 由 最 优 性 判别 准则 知 ， 当 前 的 基 可 行 解 就 是 最 优 
解 ， 可 停止 计算 。 es 号 

(3) 在 所 有 oj>0,j=1，2，…, nn 中 ， eh ane er 对 i=1， 
2，…,，m， 都 有 a RL Ps0) ， 则 该 问题 具有 无 界 解 ， 可 停止 计算 。 
否则 ， 转 和 人 下 一 步 。 

(4) 根 据 max{o, |0,>0} = 选 定 x 为 换 人 变量。 再 按 规则 计算 册 

0= min Bla >0]= -和 

可 选 定 % 为 换 出 变量 ， 并 在 表 中 用 “[ ] " 标 出 对 应 的 主 元 素 a'j,， 然 后 转 入 下 一 步 。 

(5) 在 表 中 以 a 为 主 元 素 进行 迭代 ， 把 主 元 素 a' 变 为 1!， 把 a 所 在 列 的 其 他 元 素 
全 部 变 为 0。 即 把 x, 所 对 应 的 列 向 量 


a 1 0 
& op 0 
Bel .， 变换 一 
Wi 1 | 第 1 行 
和 0 


将 吕 列 中 的 x 换 为 x,;，Cs 列 中 的 c 换 为 c;:， 如 此 就 可 得 到 一 个 新 的 单纯 形 表 。 重 
复 步 又 (2) ~ (5) ， 直 至 得 到 最 优 解 。 
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3. 表格 单纯 形 法 的 计算 实例 
【 例 7】 用 单纯 形 法 求 下 列 线性 规划 问题 : (唯一 最 优 解 的 情况 ) 
maxZ =3Xi+4x， 
2x1+x, 40 
s. t. 4%1+2x, 30 
i 0 
解 : (1) 加 入 松弛 变量 x;、xs， 将 问题 化 为 标准 形式 。 
maxZ =3x) +4x,+0x3+0x4 
2x1+X,+%a =40 
Ss. t. 4%1+2%,+%4 =30 
Xi Wy Ws WO 
(2) 选 择 松 弛 变量 x; 、x 为 基 变 量 ， 它们 对 应 的 列 疝 量 构 成 基 ， 则 可 得 初始 基 可 行 解 
X= (0,，0，40，30)"， 则 可 列 出 初始 单纯 形 表 ， 见 表 1-4。 


表 1-4 
c 3 4 0 0 
= 0 
Cp Xp b 区 | x Na Xa 
0 A 40 2 | 1 0 40/1 
0 a 30 1 E29 0 1 30/2 
-一 一 一 一 

-Z 0 3 4 0 0 

非 基 变量 的 检验 数 分 别 为 


Oil =cl-(caii+cla )=3-(0x2+0xl)=3 

05 =c 一 (cai+ciadza )=4-(Ox1+Ox2)=4 

(3 ) 最 优 性 检验 。 

因 表 中 所 有 非 基 变量 的 检验 数 wj>=0， 且 它们 的 系数 列 向 量 都 大 于 0 ， 故 初始 基 可 行 
解 X" 不 是 最 优 解 ， 则 转 入 下 一 步 基 变换 。 

(4) 基 变换 。 

根据 max (o1，o,)= max (3,4)=4， 可知 选 择 x, 为 换 和 人 变量; 根据 0 = min 
(lo.>0]=min( 旦 ， 好 )=15， 可 知 选择 «为 换 出 变量 。 则 x 所 在 的 列 与 ms 所 在 的 


行 的 交叉 元 素 2 称 为 主 元 素 。 
(5) 对 主 元 素 2 所 在 的 列 施 行 主 元 变换 ， 可 得 新 的 单纯 形 表 ， 见 表 1-5。 
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1.4 单纯 形 法 


表 1-5 
= 
Ci 和 4 0 0 
二 0 
Gp Xp b wi EL Ny Wa 
0 Ws 25 [37Z2 ] 0 1 -1/2 DAC IA) 
4 Ny 15 1/2 1 0 1/2 15/(1/2) 
-Z -60 1 0 0 -2 


则 得 到 新 的 基 可 行 解 X = (0，15，25，0)7， 对 应 的 目标 函数 值 Z=60。 
(6) 重 复 步 又 (3) ~ (5) ， 得 到 单纯 形 表 1-6。 


表 1-6 
Ci 3 4 0 0 
0 
Cp Xp b XI 2 %3 Na 
3 Xi 50/3 1 0 2/3 -1/3 
4 MX2 20/3 0 ] -1/3 273 
-2 -230/3 0 0 -2/3 -5/3 


因 表 1-6 中 所 有 非 基 变量 的 检验 数 wj 和 0 ， 则 得 到 最 优 解 . 
x x (9,2, 0, 0) 


最 优 目标 值 : 2 =230/3。 
【 例 8】 用 单纯 形 法 求 下 列 线性 规划 问题 : (无 穷 多 最 优 解 的 情况 ) 
minZ =—1500x, —1000x, 
3%1+2%;y 所 65 
2x1+%x, 40 
3%, S75 
wy V0 
解 : 令 Z'=-Z， 并 加 入 松弛 变量 x，x,，xs， 将 问题 化 为 如 下 的 标准 形式 
maxZ =1500x,+1000x; +Ox3 +Ox4 十 Oxs 
3x1+2x, +X3 =65 
2x1+%x, +%4 =40 
3%, +%, =15 
Xi ,Nr Ws, Vas Ws 0 
选择 松弛 变量 z ，xs ，xs 为 基 变 量 ， 它 们 对 应 的 列 向 量 构成 基 ， 则 可 得 初始 基 可 行 解 
X'=(0,，0，65，40,，75) 7 ， 则 用 单纯 形 法 表格 计算 的 全 过 程 如 表 1-7 所 示 。 
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表 1-7 
c, 1500 1000 0 0 0 
区 泡 b x 2 x x x 1 
0 x 6 | 3 2 1 0 0 65/3 
0 x 40 [2] 1 0 1 0 40/2 
0 xs 75 0 3 0 0 1 
=2 0 1500 1000 0 0 0 
0 x 5 0 [1/2] 1 -3/2 0 5/(1/2) 
1500 x 20 1 1/2 0 1/2 0 20/ (1/2) 
0 %» | ”5 0 3 0 0 1 75/3 
6 -30000 0 250 0 -750 0 
1000 和 10 0 1 2 -3 0 
1500 和 15 1 0 -1 2 0 
0 xs 45 0 0 -6 9 1 
= -32500 0 0 -500 0 0 


观察 表 1-7 最 后 一 行 可 知 ， 所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 不 是 正 数 ， 故 得 到 最 优 解 
X =(15，10,，0,，0，45) ,最 优 目标 值 Z” =-32500。 但 同时 可 以 看 到 非 基 变 量 % 的 检验 
数 为 0， 如 选 x, 为 换 和 人 变量 ， 和 迭代 还 可 进行 ， 但 最 优 目标 值 不 会 改变 ， 最 优 解 会 变化 ， 这 
种 就 是 有 多 个 解 的 情况 。 

下 面 再 继续 迭代 ， 见 表 1-8。 


表 1-8 
0 2 
0 xs 45 0 0 -6 [9] 1 45/9 
ys -32500 0 0 -500 0 0 
1000 a 25 0 1 0 0 1/3 
1500 3 5 1 0 173 0 -2/9 
0 xa 5 0 0 -2X3 1 179 
= 及 -32500 0 0 -500 0 0 


1.5 人工 变量 法 


在 这 个 最 优 单 纯 形 表 中 ， 可 见 所 有 非 基 变量 的 检验 数 仍然 都 不 是 正 数 ， 故 得 到 最 优 解 
Y* =(5,，25, 0, 5, 0)"， 最 优 目标 值 仍 是 Z” = -32500。 实 际 上 由 线性 规划 解 的 性 质 可 
知 ,，X” ， 六 构成 的 线段 上 的 所 有 点 都 是 这 个 线性 规划 问题 的 最 优 解 。 
【 例 9】 用 单纯 形 法 求 下 列 线性 规划 问题 : (无 界 解 的 情况 ) 
maxZ = 一 4xi 二 2X2 十 7X3 十 Y4 
一 2Xi 十 %a 十 YX 十 4X%4 二 +X5 =5 
—5x%1+3x, 十 2X3 一 04 +X5 三 1] 
Xi 一 %3 十 3%4 十 %7 三 15 
和 Wis 2 
解 : 选择 变量 xz ，xe ，z7 为 基 变量 ， 它 们 对 应 的 列 向 量 构成 基 ， 则 可 得 初始 基 可 行 解 
Y"=(0, 0, 0, 0, 5, 11，15) ， 则 用 单纯 形 法 表格 计算 的 全 过 程 如 表 1-9 所 示 。 


表 1-9 
© -4 2 7 1 0 0 0 
0, 
Cp Xs b XI Xa Ys Xa Ys Xe X7 
0 Xs 5 一 2 1 [1] 二 | 0 0 5/1 
0 Xe 11 -5 3 之 -1 0 1 0 11/2 
0 区 15 1 0 一 3 0 0 1 
小 
-Z 0 -4 2 1 1 0 0 0 
7 Xa 5 -2 1 1 4 1 0 0 
0 Xe ] 一 | 1 0 -9 -2 1 0 


观察 表 1-9 最 后 一 行 可 知 ， 非 基 变 量 *, 的 检验 数 大 于 0， 但 它 所 在 列 的 元 素 全 部 小 于 
0， 故 无 法 根据 最 小 比值 原则 选择 换 出 变量 ， 导 致 该 问题 没有 有 限 的 最 优 解 。 


1.5 人 工 变 量 法 


1.4 节 讨论 了 单纯 形 法 ,但 所 举 的 例子 可 通过 直接 观察 或 加 松弛 变量 后 再 观察 ， 就 

可 看 到 有 一 个 单位 矩阵 可 作为 初始 可 行 基 。 但 当 约 束 条 件 为 "= "形式 的 不 等 式 或 等 式 
时 ， 要 想 有 一 个 单位 矩阵 作为 初始 可 行 基 ， 由 1.4.2 小节 可 知 ， 这 时 必须 添加 非 负 的 
人 工 变 量 。 为 了 消除 添加 的 人 工 变 量 对 原 问 题 的 影响 ， 就 必须 通过 基 变 换 将 它们 从 基 
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变量 中 逐个 替换 出 来 ， 即 使 得 人 工 变量 的 值 为 0， 此 时 新 构造 的 线性 规划 模型 才 会 与 原 
问题 等 价 。 

因为 单纯 形 法 的 迭代 过 程 总 是 在 基 可 行 解 的 范围 内 进行 的 ， 所 以 当 新 构造 的 线性 规划 
模型 找到 不 含 任何 人 工 变量 的 基 可 行 解 时 ， 和 迭代 过 程 实际 上 就 是 回 到 了 原 问 题 的 范围 内 在 
进行 。 

根据 消除 人 工 变量 对 原 问 题 影响 的 不 同方 式 ， 下 面 分 别 介绍 两 种 常见 的 方法 : 大 M 
法 和 两 阶段 法 。 
1.5.1 大 MM 法 


大 M 法 又 叫 惩罚 法 ， 它 消除 添加 的 非 负 人 工 变量 对 原 问 题 影 响 的 方式 是 : 
规定 所 有 的 人 工 变量 在 目标 函数 中 的 系数 为 -M( 其 中 是 一 个 任意 大 的 正 数 )， 目 的 
是 使 得 当 目 标 函 数 要 实现 最 大 化 ， 所 有 人 工 变量 的 值 就 必须 尽快 变 为 0， 即 全 部 从 基 变 量 
中 退出 来 ; 和 否则， 目标 函数 就 不 可 能 实现 最 大 化 。 
【 例 10】 用 大 戏法 解 下 列 线性 规划 : 
maxZ =3% +2%X2—%3 
—4x1+3x,+x; 三 4 
%i=%2+2xs S10 
—2x1+2x;=%;==]1 
ws Ws 
解 : 首先 将 数学 模型 化 为 标准 形式 : 
maxZ 三 3Xi 十 2X2 一 %3 
一 4X%1 十 3X2 +X%3 一 Xa =4 
Wi V+ +t%s=10 
ee 2%1—2%, +%; 三 ] 
0, J=1, 2, ,5 
由 于 约束 条 件 的 系数 矩阵 中 不 存在 单位 和 矩阵， 无 法 建立 初始 单纯 形 表 。 但 它 含 有 一 个 
单位 向 量 P;=(0, 1, 0)"， 故 只 需 添加 两 个 非 负 人 工 变量 ,就 可 得 到 如 下 模型 . 
maxZ =3x1+2x, —x3—Mxe —Mzx] 
—4x1+3x,+%x3—X4+xe =4 
x —%a +2%34%s = 10 
2X1 一 2X2 十 X3 二 XI7 三 ] 
久之 0，JE1，2，……，7 
用 前 面 介 绍 的 单纯 形 法 求解 该 模型 ， 计 算 过 程 及 结果 见 表 1-10， 在 计算 过 程 中 不 需要 
给 出 M 的 具体 值 ， 将 其 理解 为 它 能 大 于 给 定 的 任何 一 个 确定 数值 即 可 。 
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表 1-10 
© 3 2 =1 0 0 _M _M 
Ee | 0. 
Cr Xp b x 和 Xa wa | Xs | xe X7 
_M x 4 -4 [3 1 | 0 1 0 4/3 
0 Xs 10 1 = 2 0 1 0 0 = 
_M x 1 2 1 0 0 0 1 -一 
三 和 5M | 3-2M 2+5M -1+2M  -M 0 0 0 
2 2 4/3 -473 1 173 “13 0 1/3 0 4 
0 Xs 34/3 | -173 0 7/3 De 1 1/3 0 34/7 
_M 2 11/3 | -273 0 [5/3] -2/3 0 2/3 0 1175 
证 |17 2 i 1 2 
吉 3M aia aM 0 a a 0 Us 
-6/5 1 0 1/5 0 -1/5 -1/4 
[3/5] 0 0 3/5 1 32 -75 -31/3 
= 0 1 -275 0 275 3/5 = 
5 0 0 _4/5 0 六 
10 
2 x 13 0 1 0 775 2 -1 -61/20 
3 x 3173 1 0 0 1 573 -1 3 
| x3 19/3 0 0 1 0 1/3 0 -1 阁 
2 
383 
-Z -152/3 0 0 0 -29/5 -26/3 5-M 30-M 


从 上 面 第 3 个 表 ， 可 以 看 到 ， 所 有 的 人 工 变 量 已 从 基 变 量 中 退出 来 了 ， 故 第 4 个 表 实 
际 上 就 回 到 了 原 问题 的 范围 内 ， 观 察 可 知 ， 已 得 到 原 问 题 的 最 优 解 为 


闻 =( 二 ， 13, 里 , 0， 0] ， 最 优 目标 函数 值 为 2* = 152 


3° 
【 例 11】 用 大 MY 法 解 下 列 线性 规划 : 
minZ =2xi+3x。 
—X1+2x, 宇 4 
85. t. 4%x1+%7S1 


Xl Xs0 
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解 : 将 原 问题 的 数学 模型 化 为 标准 形式 ， 
maxZ =—2x|—3x,+0x;+0x, 
一 X1 十 2x， 一 X3 =4 
s. t. 4%1+%2+%X4 = 1 
iy Ws. Voy WaS0 
可 见 还 需 在 第 1 个 约束 中 添加 一 个 非 负 的 人 工 变 量 ， 则 有 
maxZ =—2x)—3x,+0x;+0%x4s —Mx;s 
一 %1 十 2X2 一 %3 十 Y5 二 人 4 
S.t a%1+%+% = 1 
Wi Ws Wa Wy 0 


用 单纯 形 法 求解 该 模型 ， 计 算 过 程 及 结果 见 表 1-11。 


表 1-11 


—M Xs 2 -3 0 -1 -2 1 
=3 X2 1 ! 1 0 1 0 
-2 3+2M 1-3M 0 -MM 3-2M 0 


观察 表 1-11 可 知 ， 虽 然 新 模型 找到 了 最 优 解 ， 但 由 于 人 工 变量 x; =2 头 0， 即 它 没 从 
基 变 量 中 退出 来 ， 故 原 问题 没有 可 行 解 。 


1.5.2 两 阶段 法 


两 阶段 法 消除 添加 的 非 负 人 工 变 量 对 原 问 题 影响 的 方式 是 : 

第 一 阶段 : 不 考虑 原 问 题 是 否 存 在 基 可 行 解 ， 在 原 线性 规划 问题 约束 条 件 的 标准 形式 
中 按 需要 添加 非 负 的 人 工 变 量 ， 并 构造 一 个 目标 函数 仅 含 人 工 变量 及 要 求实 现 最 小 化 的 新 
模型 ， 即 
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mn W=X, ,1 +" tm 
CGI1X1 十 QiaXa2 十 … 十 QinXn 十 Yarl = bi 


C21X1 十 (022X2 十 "… 十 QanX1 十 Xu+2 = b, 


(1-20) 


用 单纯 形 法 求解 上 述 模型 ， 它 的 最 优 解 有 以 下 三 种 情况 : 

(1) 最 优 值 w” =0 且 最 优 解 中 人 工 变 量 全 部 为 非 基 变量 。 这 说 明 原 问题 存在 基 可 行 
解 ， 可 以 进行 第 二 阶段 的 计算 。 

(2) 最 优 值 w” =0 但 最 优 解 中 仍 有 至 少 一 个 人 工 变 量 为 基 变量 ， 则 为 基 变量 的 人 工 变 
量 的 值 必 都 为 0， 对 应 的 基 可 行 解 是 退化 的 。 此 时 ， 只 需 选 某 个 不 是 人 工 变量 的 非 基 变 量 
作为 换 入 变量 ， 把 基 变 量 中 的 人 工 变量 换 出 来 ， 就 与 (1) 相 同 ， 即 可 以 进行 第 二 阶段 的 计 
算 。 

(3 ) 最 优 值 w ” 关 0， 这 说 明 原 问题 无 可 行 解 ， 应 停止 计算 。 

第 二 阶段 : 从 第 一 阶段 计算 得 到 的 最 终 表 中 划 去 所 有 人 工 变量 所 在 的 列 及 所 有 检验 
数 ， 并 将 目标 函数 行 及 Cs 列 的 系数 换 为 原 问题 标准 化 后 的 相应 系数 ， 则 得 到 第 二 阶段 计 
算 的 初始 单纯 形 表 ， 继 续 迭 代 ， 直 至 得 到 最 优 解 。 

各 阶段 的 计算 方法 及 步骤 与 前 面 介绍 的 单纯 形 法 相同 。 

【 例 12】 用 两 阶段 法 求解 例 11 中 的 线性 规划 问题 。 

解 : 原 问题 的 标准 形式 为 

maxZ’=—2x,—3x,+0x3+0xa 
—%X1+2x,—Xs =4 


S. t. 4X1+%X2+%4 =1 


第 一 阶段 : 求解 问题 : 
minw=xs 
—X1+2%x, 一 %3 十 %5 =4 


8 t. Xi 二 %z 二 %4 = 1 


标准 化 ， 得 
IaxC =—xs 
一 %1 十 2X2 一 %3 十 %5 =4 
Ss. 七 4%i+%2+xa=1 
Wy Vis Vs 20 


其 计算 过 程 及 结果 见 表 1-12 。 
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表 1-12 
名 0 0 0 0 = 
人 
Cs Xs b Xl Xs X3 娩 Xs 
—1 Xs 4 一 ] 如 一 1 0 1 4/2 
0 X4 1 [1] 0 1 0 i171 
—0" 4 -2 2 一 ] 0 0 
-1 xs 2 二 0 | =9 1 
0 各 1 1 1 0 1 0 
—0" 分 -3 0 | -2 0 
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由 于 人 工 变量 xs =2 和 关 0， 即 它 没 从 基 变 量 中 退出 来 ， 故 原 问 题 没 有 可 行 解 。 


【 例 13】 用 两 阶段 法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 
min LZ=—3x,+%, 十 %3 
Xit+2%,+ X11 
-4xi+ % +2%3 宇 3 
ne —2x1+%x3 =1 
XI1,， %, Xa3 宇 0 
解 : 原 问题 的 标准 形式 为 
maxZ =3x—xX, —X3+0xa+Oxs 
XI+2%,+ Xs+x4 =11 
—4%1+ Xs+ 2%s—%s =3 
一 2 ty 全 1 
Wis 和 0 
第 一 阶段 : 求解 问题 : 
min w=x6+Xy 
X%1 十 2X2z 十 %s+%4 =11 
—4%x1+ %2 十 2X3 一 X5 十 X6 = 3 
一 241 +X3 +XI7 = 1 
WIiy Rs Ws Vay Vis Vos Cr0 


标准 化 ， 得 


1.5 人 工 变量 法 


maxC "= 一 X6 一 X7 
Xi1+2%+x3+%4 =11 
—4x1+ X%2 十 2X3 一 xs 二 X6 =3 
—2x1+x3+x;= 1 
人 


其 计算 过 程 及 结果 见 表 1-13 。 


表 1-13 
| 0 

Cs 的 b Xl Ny Xa 有 Xs ER Ny | 
0 Xa 11 1 2 1 1 0 0 0 11/1 
一 W6 3 —4 1 2 0 -1 1 0 3/2 
一 ] 2%7 1 -2 0 [1] 0 0 0 1 1/1 

= 4 -6 1 3 0 -1 0 0 
0 Xa 10 3 2 0 1 0 0 -1 10/2 
-1 x6 1 0 [1] 0 0 -1 1 -2 1/1 
0 Ns 1 一 2 0 1 0 0 0 1 

—w 1 0 1 0 0 -1 0 -3 
0 x 8 3 0 0 1 2 -2 3 
0 2 1 0 1 0 0 一 1 1 -2 
0 Xs 1 | -2 0 1 0 0 0 1 

—0" | 0 0 0 0 0 0 -1 一 1 


因为 w” =0 且 人 工 变量 全 部 变 为 了 非 基 变 量 ， 所 以 可 以 进行 第 二 阶段 运算 。 且 
(0，1，1，8, 0) 是 原 线性 规划 问题 的 基 可 行 解 。 

第 二 阶段 : 从 第 一 阶段 计算 得 到 的 最 终 表 中 划 去 所 有 人 工 变量 所 在 的 列 及 所 有 检验 
数 ， 并 将 目标 函数 行 及 Cs 列 的 系数 换 为 原 问题 标准 化 后 的 相应 系数 ， 则 得 到 第 二 阶段 计 
算 的 初始 单纯 形 表 ， 第 二 阶段 计算 过 程 及 结果 见 表 1-14。 


由 表 1-14 可 得 原 问题 的 最 优 解 为 , X -|[ 了， 1， 卫 ] ， 最 优 值 为 ; 2* = 人。 
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表 1-14 
Ci 3 = -1 0 0 g 

Ca Xs b 区 3 9 V4 55 
0 Xa 8 [3] 0 0 1 2 8/3 
= Xa 1 0 1 0 0 一 | 一 
一 Ns 1 =2 0 1 0 0 一 

-2 2 过 0 0 0 一 | 
3 Xl 8/3 | 0 0 1/3 2/3 
= Xs 1 0 1 0 0 一 1 
一 1 Xa 19/3 0 0 1 2/3 4/3 

-2 2/3 0 0 0 -1/3 -573 


1.6 ”退化 与 循环 的 人 处理 


在 前 面 单 纯 形 法 的 讨论 和 实例 中 ， 所 涉及 的 基 可 行 解 都 是 非 退 化 的 ， 也 即 单纯 形 表 中 
b 列 的 数字 都 是 大 于 0 的 。 如 果 一 个 线性 规划 问题 的 每 一 个 基 可 行 解 都 是 非 退 化 的 ， 则 单 
纯 形 法 的 每 次 迭代 都 会 使 目标 值 改善 得 更 优 ， 故 在 迭代 过 程 中 基 不 会 重复 ， 又 因为 基 的 个 
数 是 有 限 的 ， 所 以 经 过 有 限 次 的 迭代 必 能 得 到 最 优 解 或 判定 问题 有 无 界 解 。 但 是 车 线性 规 
划 问 题 有 退化 的 基 可 行 解 ， 就 会 对 单纯 形 迭 代 产 生 不 利 的 影响 。 

在 单纯 形 法 的 计算 中 ， 当 用 0 规则 选择 换 出 变量 时 ， 若 同时 有 多 个 比值 达到 最 小 ， 则 
在 下 一 次 的 迭代 中 会 有 一 个 或 几 个 基 变 量 的 值 为 0， 即 得 到 退化 的 基 可 行 解 。 继 续 单 纯 形 
过 代 可 能 会 出 现下 列 两 种 情况 

(1 ) 进 行 基 变换 后 ， 虽 然 基 改变 了 ,但 没 改变 基 可 行 解 ， 当 然 目 标 值 也 不 会 改变 。 进 
行 春 干 次 的 基 变换 后 ， 才 脱离 这 些 退 化 的 基 可 行 解 ， 变 换 到 其 他 基 可 行 解 。 这 种 情况 使 得 
迭代 次 数 增加 ， 影 响 了 单纯 形 法 的 收敛 速度 。 

(2) 特 殊 情 况 下 ， 可 能 经 过 若干 次 的 迭代 又 回 到 了 原来 出 现 过 的 基 ， 即 出 现 了 基 的 循 
环 ， 则 后 面 的 迭代 过 程 将 会 在 几 个 可 行 基 之 间 绕 圈子 ， 因 而 使 问题 无 法 得 到 最 优 解 。 

面 对 退 化 情况 ， 尽 管 出 现 循环 的 可 能 性 比较 低 ， 人 们 仍 对 避免 出 现 循环 做 了 大 量 探 
讨 。 如 Charnes 于 1952 年 提出 了 “ 摄 动 法 ”，Dantzig，Orden 和 Wolfe 于 1954 年 提出 了 “ 字 
典 序 法 "等 ， 但 这 些 方法 不 仅 繁琐 ， 而 且 降 低 了 和 迭代 速度 。1974 年 ， 勃 兰 特 (Bland) 提出 
了 一 种 简便 的 规则 ， 通 称 勃 兰 特 规则 。 该 规则 (以 目标 极 大 化 为 例 ) 规 定 ， 

(1) 选 取 o>0 中 下 标 最 小 的 非 基 变 量 wi 为 换 入 变量 ， 即 k=min{j|o,>0}。 

(2) 当 按 9 规则 计算 存在 多 个 最 小 比值 时 ， 选 取 下 标 最 小 的 那个 基 变 量 为 换 出 变量 。 

勃 兰 特 已 从 理论 上 证 明了 ， 使 用 上 述 规则 计算 时 ， 一 定 能 避免 出 现 循环 。 勃 兰 特 规则 
简单 易 行 ， 但 它 只 考虑 了 最 小 下 标 ， 没 考虑 目标 函数 值 改 变 的 快慢 ， 因 此 迭代 次 数 可 能 会 
增加 。 故 一 般 情 况 下 ， 对 换 入 变量 的 选择 仍 可 用 以 前 的 方法 ( 即 根据 max (o>0) =ok， 选 
择 x 为 换 入 变量 ) ， 万 一 碰 到 循环 现象 ， 再 改 用 勃 兰 特 规则 。 
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1.7 单纯 形 法 的 矩阵 描述 及 改进 


1.7.1 和 矩阵 描述 


用 矩阵 来 描述 单纯 形 法 的 计算 过 程 ， 不 仅 有 助 于 对 单纯 形 方法 的 理解 ， 而 且 有 利于 线 
性 规划 理论 的 进一步 讨论 。 
考虑 如 下 标准 形式 的 线性 规划 问题 : 


(1-21 ) 


不 妨 设 B=(P,，P，,，…，P,) 为 基 , N=(P,,, ，P,a，…， 忆 ,) 为 与 非 基 变 量 对 应 的 矩 
阵 ( 可 称 为 非 基 和 矩阵 ) ， 则 用 分 块 矩 阵 可 将 式 (1-21) 中 的 矩阵 分 别 表 示 成 如 下 形式 : 
A=(B ,NY, C=(C,; Cy), 2=(X,, Kr) 
式 中 : X= (x ，x,，…，%,) 为 基 变 量 构成 的 向 量 ; & = (x ，xwa，…，x， ) 为 非 基 变量 
构成 的 向 量 ; Cs 与 C, 分 别 为 基 变 量 和 非 基 变量 的 系数 构成 的 向 量 。 
将 其 代入 式 (1-21) 的 约束 条 件 方程 中 ,得 
Xs 
AX=(B, wz 
解 之 ， 可 得 将 基 变 量 由 非 基 变量 表示 的 式 子 : 
X,=B 1b-B NX, (1-22) 
青 把 式 (1-22) 及 C=(Cs, Cy) 代 入 式 (1-21) 的 目标 函数 表达 式 中 ， 则 可 得 


| =BX,+NX,=b 


下 
Z= CX=(C,, en)| | = CaX, + CyXw 
N 


=Cs(B'b -BINX,) + CyX, 
=CsB "b+ (Cy -BN)X, 
令 ov=Cv-B-N， 则 得 
Z=C5B-DHaNwXN (1-23 ) 
用 上 述 矩 阵 符 号 ， 可 将 单纯 形 表 表 示 ， 见 表 1-15 。 


表 1-15 


avw=Cvw-CoB-V 
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1.7.2 单纯 形 法 的 改进 


由 1.4 节 的 讨论 可 知 ， 在 式 (1-22) 中 ,， 令 非 基 变量 Xv =0， 可 得 一 个 基 可 行 解 和 = 
(Xs, Xv)"=(B-'b ,0)7， 且 此 时 目标 函数 值 Z= CsB- 040。 再 观察 式 (1-22) ， 可 见 当 erw= 
Cv-B-N<0 时 ,该 基 可 行 解 X 即 为 最 优 解 。 可 见 ， 用 1.4 节 的 表格 单纯 形 法 求解 线性 规 
划 问 题 时 ， 会 出 现 一 些 不 必要 的 计算 ， 影 响 了 计算 速度 。 因 此 要 对 单纯 形 法 进行 改进 ， 由 
上 面 的 矩阵 表示 可 知 ， 只 要 知道 了 当前 基 的 逆 和 矩阵 ， 就 可 进行 最 优 性 检验 ， 换 人 变量 与 换 
出 变量 的 确定 及 相应 的 基 可 行 解 和 目标 函数 值 的 计算 。 

基 B 的 道 矩 阵 87 的 计算 方法 ， 当 然 可 以 用 线性 代数 中 讲解 的 那些 方法 ,但 在 运用 单 
纯 形 法 求解 线性 规划 问题 时 ， 我 们 注意 到 相 邻 两 次 迭代 中 的 基 只 有 一 列 是 不 同 的 ， 因 此 为 
了 进一步 简化 计算 ， 我 们 要 在 变化 前 基 的 逆 和 矩阵 的 基础 上 ， 得 到 新 基 的 逆 和 矩阵 。 


定理 ， 设 在 运用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 时 ， 某 相 邻 两 次 迭代 中 的 基 由 巨变 为 有 ， 
且 设 : 


B=sCP, Poy “™, Bereas Pos Pons “hu Pi), BS(B, Py, we, Piss Pis Phars “™ Pn) 
| 1 
第 上 列 第 上 列 
记 P'=B P=(a,, 0 


b’ 
0 =min| la’>0, i=1, 2, …，, | 
a 


i 


- 一 第 r 行 


第 大 列 


则 ( B)-=1,B-'。 (证 明 略 ) 
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下 面 用 具体 的 例子 来 说 明 计算 过 程 。 
【 例 14】 用 改进 单纯 形 法 求解 例 7。 
解 : 已 知 问题 的 标准 形式 为 
maxZ =3x,+4x, +0x;3+0x, 
2x1+%X; +x3 =40 
s. t. 4%1+2%x,+%4 =30 
Ws Was as Wa SO 


选择 松弛 变量 x;、x 为 基 变 量 ， 它 们 对 应 的 列 向 量 构 成 基 ， 则 可 得 初始 基 为 
1 0 
Boi=( Ps, a 上 
则 B56'=B。， 且 非 基 变量 x,，x, 的 检验 数 为 
1 01f2 1 
om =cm cg Bo No=(3, 4)—(0, "| i ,|= 4) 
可 选择 x, 为 换 入 变量 ; 根据 : 


CBE OY; . /40 30 
-nn | (B51P,) .>0 j=min(@ j=1s 


可 知 选择 % 为 换 出 变量 。 于 是 得 到 新 的 基 B, = ( P,，P,) ， 即 基 变 量变 为 x,，%%。 而 
由 换 入 变量 x, 对 应 的 系数 列 向 量 =) 知 ， 第 2 行 的 元 素 2 为 主 元 素 ， 则 可 构造 矩阵 ， 


I 本 
2 
1 
2 
-1 -1 
四 可 | 人 
则 万 = 加 万 = = 
0 上 OLD io 二 
2 2 
1 二 
2 |1(40\ 125 
| HT B-'b= = 
则 本 可 振 ， : 1 @] | 
9 


非 基 变量 x, ，x, 的 检验 数 为 


一 | 
| 
ov =cv -cpB N=(3, 0)-(0, 4) 1 =(1, -2) 
2 


可 选择 x, 为 换 入 变量 ; 根据 BTP -| = 
0 
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25 15 
BT 3 

oil A [C87 P20 | =min 和 | 
(Bi P,); Fy 


可 知 选择 * 为 换 出 变量 。 于 是 得 到 新 的 基 B, = ( P,P, ) ， 即 基 变 量变 为 x, ，x,。 而 
3 
由 换 和 变量 对 应 的 系数 列 向 量 P,=BnP,=| ) 知 ， 第 1 行 的 元 素 3 为 主 元 素 ， 则 可 和 构 


2 
造 矩 阵 : 
多 
3 0 
=| j 
3 
2 | 2 -1l 
a 
则 B; = 及， 一 二 
1 |10 1 = 2 
3 2 3 3 
FE 50 
3 3 1/40 3 
则 可 计算 : B;'b= [ol 
则 可 计算 : B; -1 2 |aoj-lao 
3 3 3 
非 基 变量 x;，x, 的 检验 数 为 
2 =<1 
= 3 3 1 0 =2 二 与 
Ow, =Cw, Cp,B? N,=(0, 0)-(3， 4) =1 2 0 1 =| 子 部 ] 
3 3 


都 是 负数 ， 则 得 到 最 优 解 为 
X* =(B;!b, We 全 ， 0， 0] 
2 -1 


eg 31|13 3 |140 
最 优 目标 值 : Z 6p | [ j]=2a04 
4 川 -1 2 |\30 
3 


显然 ， 这 与 例 7 的 结果 是 一 致 的 。 读 者 可 自行 比较 一 下 这 两 种 方法 。 
1.8 线性 规划 应 用 建 模 举例 


在 生产 实践 、 企 业 管理 及 经 济 建 设 等 各 项 活动 中 ， 常 常 需 要 合理 利用 和 分 配 各 种 有 限 
资源 ， 以 期 能 获得 最 大 的 效益 ; 或 对 给 定 的 任务 ， 通 过 统筹 安排 ， 尽 可 能 地 用 最 少 的 资源 
来 完成 任务 。 这 些 均 可 运用 线性 规划 方法 来 研究 。 而 模型 是 线性 规划 解决 问题 的 工具 。 而 


建立 的 模型 能 和 否 恰 当地 反映 实际 问题 中 的 主要 矛盾 ， 直 接 影 响 求 得 解 的 意义 ， 从 而 也 影响 
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了 决策 的 质量 。 因 此 建 模 就 具有 重大 的 意义 。 


则 ， 


例 ， 


建立 线性 规划 模型 的 过 程 可 分 为 如 下 四 部 分 : 

(1) 设 定 决策 变量 ; 

(2) 分 析出 约束 条 件 ， 并 用 决策 变量 的 线性 不 等 式 或 等 式 表示 出 来 ; 

(3) 将 目标 函数 用 决策 变量 的 线性 函数 表示 ， 并 确定 是 求 极 大 还 是 极 小 ; 

(4) 收集 资料 ， 确 定 参数 值 ， 建 立 模型 。 

其 中 决策 变量 的 设 定 是 最 关键 的 ， 若 设 定 得 当 ， 则 后 面 的 三 步 工 作 就 能 顺利 进行 ;和 否 
约束 条 件 和 目标 函数 可 能 无 法 用 决策 变量 的 线性 函数 来 表示 。 

决策 变量 的 设 定 并 没有 固定 的 模式 ， 必 须 具体 问题 具体 分 析 。 因 此 需要 通过 大 量 的 实 
掌握 丰富 的 经 验 ， 结 合 对 问题 自身 的 深入 研究 来 提高 建立 模型 的 能 力 。 下 面 举 例 说 明 


线性 规划 在 生产 实践 、 企 业 管理 及 经 济 建设 等 方面 的 应 用 。 
1. 8.1 人 力 资源 分 配 问 题 


【 例 15】 某 城市 24h 服务 的 公交 线路 ， 经 统计 每 天 各 个 时 间 段 内 所 需要 的 司机 人 数 


如 表 1-16 所 示 。 设 司机 们 分 别 在 各 时 段 开 始 时 上 班 ， 并 连续 工作 8h， 问 在 满足 工作 需要 
的 同时 ， 该 公交 线路 怎样 安排 使 得 配备 司机 的 人 数 最 少 ? 


表 1-16 
班 次 时 间 区 间 需要 的 人 数 / 人 
1. 8:00 ~12:00 -| 70 
2 12:00~16:00 50 
3 16: 00 ~20:00 60 
4 | 20:00 ~24:00 30 
5 24:00 ~4:00 20 
6 4:00~8:00 25 


解 : 设 第 i 个 班次 开始 上 班 的 司机 人 数 为 x;,， 注 意 到 每 个 班次 实际 在 上 班 的 人 数 中 必 


定 含有 前 一 个 班次 开始 上 班 的 人 ， 于 是 可 建立 如 下 的 线性 规划 模型 : 


minZ =Xi +%, 十 X3 十 %4 十 %5 十 X6 
Xi1+xe 宇 70 
xit+x, 宇 50 
x+X3 过 00 
s.t 4x3+x4 二 30 
X4+%5 三 20 


Xs+xe 全 253 


Eg 
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1.8.2 生产 计划 问题 


【 例 16] 某 厂 通 过 4，B 两 道 工 序 加 工 生产 产品 1 、 工 、 焉 。 已 知 设备 4, ，4， 可 用 于 
完成 工序 4，B, ，B, ，B, 三 种 设备 可 用 于 完成 工序 65。 产品 工 可 在 工序 4，8 的 任何 一 种 
设备 上 加 工 ; 产品 开 可 在 工序 4 的 任 一 种 规格 的 设备 上 加 工 ， 但 只 能 在 Bi 设备 上 完成 B 
工序 ; 产品 五 只 能 在 4, 与 B, 设备 上 加 工 。 加 工 单位 产品 所 需要 的 工序 时 间 及 其 他 相关 数 
据 如 表 1-17 所 示 ， 问 怎样 安排 生产 计划 ， 可 使 该 厂 获 利 最 大 。 


表 1-17 
汗 六 设备 设备 
I I 亚 有 效 台 时 加 工 费 (元 ) 

A 5 10 4000 200 

A, 4 9 12 8000 240 

B, 6 8 5000 250 

B, 4 11 7700 700 

B, 7 4000 200 
原料 费 ( 元 / 件 ) 0. 25 0. 35 0. 50 
售 价 (元 / 件 ) 1. 25 2. 00 2.80 


解 : 设 产 品 i 在 工序 j 的 设备 大 上 加 工 的 数目 为 xx。 注意 到 利润 的 计算 公式 如 下 : 
利润 = 2 [ (销售 单价 - 原料 单价 ) x 该 产品 件数 ] - 之 (每 台 时 的 设备 费用 x 该 设 


i 


1 
备 实 际 使 用 台 时 ) 
于 是 可 建立 如 下 的 线性 规划 模型 ; 
maxZ = 0. 75xi+0. 79x112+1. 15x211 +1. 38%x213+1. 94x313+0. Tx +1. 25x 
+0. 636xijoz 二 1. 3w3», +0. 63w%ios 
5xzii+10x 和 4000 (设备 4) 
7xip+9x+12x5 和 8000 (设备 4,) 
6x +8x 三 5000 (设备 已 ) 
4xiw+11lxay 硅 7000 (设备 B,) 
s.L 47x1w 三 4000 (设备 B,) 
x+xiD = +Xiw+%in( 产 品 1 在 工序 4，B 上 加 工 的 数量 相等 ) 
x+ =X%wi( 产 品 卫 在 工序 4，B 上 加 工 的 数量 相等 ) 
xa2 =Xa( 产 品 亚 在 工序 4，8 上 加 工 的 数量 相等 ) 
xxiE0 (i=1, 2, 3; j=1, 2; k=1, 2, 3) 
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1.8.3 合理 下 料 问题 


【 例 17 ] 现 有 一 批 钢 材 长 9m， 需 要 截取 100 根 长 2. 4m 的 和 200 根 长 1. 5m 的 毛坯 。 问 
在 满足 需要 的 前 提 下 ， 怎 样 才能 使 总 的 用 料 最 少 ? 

解 : 为 了 找到 一 个 用 料 最 省 的 套 裁 方案 ， 必 须 先 设计 出 较 好 的 几 个 下 料 方案 。 其 次 要 
求 利 用 这 些 方案 能 裁 下 所 有 规格 的 毛坯 ， 以 满足 需要 并 达到 省 料 的 目的 ， 为 此 可 以 设计 出 
4 种 下 料 方案 以 供 套 裁 用 ， 见 表 1-18。 


表 1-18 

I I 亚 NV 
2.4m | 3 2 1 0 
1.5m | 1 2 4 6 


解 : 设 x(i=1，2，3，4) 分 别 表示 按 方案 1 、 卫 、 硅 、 下 料 的 原材料 根 数 ， 可 奸 
立 如 下 的 线性 规划 模型 . 
minZ =x, 十 X 十 X3 +Xa 
3x1+2x,+%3 三 100 
s. t. 4xXi+2x2+4x3+Ox4 三 200 


% 宇 0(J=1, 2, 3, 4) 
1. 8.4 合理 配料 问题 


【 例 18】 某 人 某 天 打算 食用 甲 、 乙 、 再 、 丁 四 种 食物 ， 已 知 这 四 种 食物 均 含 维生素 A， 
B，C， 相 关 数 据 资料 如 表 1-19 所 示 。 问 应 如 何 采 购 食 物 ， 才 能 既 满足 需要 又 使 总 费用 最 
省 ? 


表 1-19 
了 维生素 每 天 的 单价 
A( 国际 单位 ) B( mg) C(mg) 最 低 需 求 量 ( 角 ) 
甲 1000 0.6 17.5 4000 9 
乙 1500 0. 27 元 雪 1 5 
两 1750 0. 68 0 30 8 
丁 3250 0.3 30 14 


解 : 设 x(i=1，2，3，4) 分 别 表示 甲 、 乙 、 两 、 丁 四 种 食物 的 采购 量 ， 则 有 
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minZ =9x1i+5xXa 十 8X3 5X4 


1000x; +1500w,+1750x:+3250x, 三 4000 (维生素 A 的 需求 限制 ) 
0. 6x1+0. 27x,+0. 68x;+0. 3x, 三 ] (维生素 B 的 需求 限制 ) 

全 让 ~ jp 

|17. 50x, +7.5x +30x, >30 (维生素 C 的 需求 限制 ) 


Xi wa, Kas0 
1. 8.5 连续 投资 问题 


【 例 19 】 假设 在 一 个 以 五 年 为 一 期 的 投资 计划 中 ， 有 下 列 四 个 项 目 可 供 投资 : 

项 目 甲 : 每 年 年 初 可 投资 ， 并 于 当年 末 回 收 本 利 105% ; 

项 目 乙 : 第 二 年 初 投资 ， 到 第 五 年 末 能 回收 本 利 150% ,但 规定 最 大 投资 额 不 超过 20 
万 元 ; 

项 目 两: 第 三 年 初 需要 投资 ， 到 第 五 年 末 能 回收 本 利 140% ,但 规定 最 大 投资 额 不 超 
过 10 万 元 ; 

项 目 丁 : 前 四 年 每 年 初 可 购买 公债 ， 于 次 年 末 回 收 本 利 110% 。 

某 部 门 现 有 资金 50 万 元 ， 问 应 如 何 确 定 这 四 个 项 目的 每 年 投资 额 ， 使 得 第 五 年 年 底 
该 部 门 拥 有 资金 的 本 利 总 额 达到 最 大 ? 

解 : 设 x, 表 示 第 i 年 对 项 目 j 的 投资 额 (i=1,，2,，3, 4, 5; j=1,，2，3, 4)，Z 表示 第 
五 年 末 拥 有 资金 的 本 利 总 额 。 注 意 到 投资 额 应 等 于 手中 拥有 的 资金 额 , 则 可 建立 以 下 线性 
规划 模型 ， 

maxZ =1.0Sxs+l1. Sx +1. 4x33 二 1. lxa 

xii+%14 =500000 
Xai 二 Wo 十 %a4 一 TOSxli =0 
xal 十 %a3 十 Xa4 一 1. 05x 一 1. 1x =0 
X4l +X44 一 1. O05x3 -1. 1x» =0 
"|g —1. O05 —1. 1%3 =0 

x 200000 

x 100000 
X00, i=1, 2, *…, 5;J=1, 2, 3, 4 

思考 : 如 已 知 项 目 甲 、 乙 、 丙 及 丁 的 每 万 元 的 每 次 投资 风险 系数 分 别 为 : 1 ，5，4， 
2。 请 读者 考虑 如 果 要 求 第 五 年 末 拥 有 资金 的 本 利 总 额 为 120 万 元 ， 该 怎样 选择 投资 方案 ， 
可 使 总 的 投资 风险 系数 最 小 。 


1.8.6 运输 问题 


【 例 20】 现 有 4, ，4 ，43 三 个 产 粮 区 ， 可 供应 粮食 分 别 为 10，8，5 (万 吨 ) ， 现 将 粮 
食 运 往 B ，B,，B;，B, 四 个 地 区 ， 其 需要 量 分 别 为 5，7,，8，3( 万 吨 )。 产 粮 地 到 需求 地 
( 销 地 ) 的 运 价 (元 / 吨 ) 如 表 1-20 所 示 ， 问 如 何 安排 一 个 运输 计划 ， 使 总 的 运输 费用 最 少 。 
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表 1-20 万 吨 
需求 地 
ee wi 有 忆 及 B, 供给 量 
产量 地 
A 3 和 6 3 10 
4， 5 3 8 2 8 
As 4 1 2 9 5 
需要 量 | 7 8 3 合计 : 23 


解 : 设 xz 为 ;1 个 产 粮 地 运往 第 /个 需求 地 的 运 量 (万 吨 )(i=1,，2, 3 ; j=1, 2, 3， 
4) ， 则 可 得 此 运输 问题 的 线性 规划 模型 : 
minZ =3x11 +2%12 +OX13+3X14 +IX21 + IN + BN +2N 
十 4%31 +X3 +2X33 +ONX34 
Xit+xpt+xis+xi4=10 (产地 4 的 供应 量 条 件 ) 
xoi+txy+xn+tray =8 (产地 4 的 供应 量 条 件 ) 
MX3l +%32 +X33 十 %34 =5 (产地 4， 的 供应 量 条 件 ) 


X11 十 Xi 十 X%al =5 (需求 地 B, 的 需求 量 条 件 ) 
8s. t. 、 
Xi2 十 Ya 十 X3 二 7 (需求 地 Bb, 的 需求 量 条 件 ) 

%13 十 Y23 十 X33 =8 需求 地 B, 的 需求 量 条 件 ) 


Xia tNXyy tN3g =3 ( 需求 地 B, 的 需求 量 条 件 ) 
,>0, i=1, 2, 3;j=1, 2, 3, 4 


1.8.7 最 大 流 问题 


【 例 21】 现 有 某 油田 要 用 输油管 道 向 一 公司 输送 原油 ， 中 间 逢 经 过 4 个 泵 站 ,已 知 
每 段 管道 的 输送 能 力 如 表 1-21 所 示 ， 假 设 泵 站 无 截留 ， 问 该 系统 的 最 大 输送 能 力 为 多 少 ? 


表 1-21 
泵 站 1 泵 站 2 
油田 10 9 0 0 0 
泵 站 1 0 0 8 0 
泵 站 2 0 0 6 时 0 
泵 站 3 0 0 0 5 11 
泵 站 4 0 0 0 0 12 


解 : 对 应 上 表 的 排列 顺序 ， 可 设 相应 的 发 点 到 收 点 的 输送 量 分 别 为 x 
(i, j=1，2，…,5)， 则 得 此 最 大 流 问 题 的 线性 规划 模型 为 
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ImaxZ =%X11 +X1 

Kil =%rs Ns 

hj 。 |( 各 个 泵 站 上 的 平衡 条 件 ) 
Wag TX = Nss 

w+txiz =X2s tNas+xss( 油田 总 输出 与 公司 总 收 量 平衡 条 件 ) 
xi10 

xi 9 

s. t. 4x2 EL 

xos 4 

xa 和 6 上 (相应 管道 的 输送 能 力 约束 ) 

wa SS7 

xd 5 

Wyss 1 


wss 12 


xy>0, i, j=1, 2, *…, 5 


注 : 最 大 流 问题 可 利用 图 论 的 知识 更 为 简单 地 解决 ， 在 此 仅 作为 一 个 能 体现 线性 规划 
在 不 同方 面 应 用 的 例子 。 


1.9 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


随 着 计算 机 技术 的 不 断 发 展 ， 计 算 机 的 运算 能 力 得 到 不 断 提 高 ， 操 作 方 式 也 越 来 越 便 
利 ， 不 仅 使 得 各 类 运筹 学 软件 层出不穷 ， 而 且 使 得 各 类 运筹 学 软件 在 教学 和 实践 中 得 到 越 
来 越 广泛 的 应 用 。 应 用 运筹 学 软件 时 ， 工 作者 可 以 不 用 了 解 模 型 求解 方法 的 具体 思路 ， 只 
需 按 要 求 输入 模型 的 相关 信息 即 可 得 到 求解 结果 ， 因 此 可 将 注意 力 集中 在 模型 的 建立 上 ， 
这 就 为 运筹 学 方法 的 广泛 应 用 提供 了 方便 。 本 节 人 介绍“ 管理 运筹 学 "2.0， 微 软 Excel ，Lin- 
do 及 Matlab 软件 求解 线性 规划 的 方法 。 


1.9.1 “管理 运筹 学 ”2. 0 求解 线性 规划 问题 


1.“ 管 理 运筹 学 "2. 0 软件 简介 

“管理 运筹 党 "2.0( Windows 版 ) 包 括 : 线性 规划 、 运 输 问 题 、 整 数 规划 (0-1 整数 规 
划 、 纯 整数 规划 和 混合 整数 规划 ) 、 目 标 规划 、 对 策 论 、 最 短路 问题 、 最 小 生成 树 问 题 、 
最 大 流量 问题 、 最 小 费用 最 大 流 、 关 键 路 径 问 题 、 存 储 论 、 排 队 论 、 决 策 分 析 、 预 测 和 层 
次 分 析 法 ， 共 15 个 子 模块 。“ 管 理 运筹 学 ”2. 0 软件 可 以 解决 含有 100 个 变量 50 个 约束 条 
件 的 线性 规划 问题 。 

2.“ 管 理 运筹 学 ”2. 0 软件 操作 步骤 及 案例 建 模 分 析 

下 面 以 例 22 中 的 线性 规划 模型 为 例 ， 讲 述 “ 管 理 运筹 学 "2.0 软件 求解 线性 规划 模型 
的 步骤 。 
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安排 生产 可 获得 最 大 的 利润 ? 


六 种 可 以 生产 的 药品 ， 相 关 数 据 如 表 1-22 所 示 。 问 如 何 


表 1-22 
消耗 系数 产品 1 产品 2 产品 3 产品 4 产品 5 产品 6 资源 量 
劳动 力 (小 时 ) | 6 | 4 3 骂 沪 1.5 4500 
原料 ( 磅 ) 汇 当 2.6 We] 0.8 0.7 0.3 1600 
单位 利润 (元 ) 6 5.3 5.4 4.2 3.8 1.8 
需求 量 ( 磅 ) | 960 928 1041 977 1084 1055 


解 : 设 x,，x,，…，xe( 磅 ) 分 别 表示 该 公司 生产 药品 1 ~6 的 产量 ， 则 可 建立 如 下 的 
线性 规划 模型 ， 
maxZ =0xi+S. 3x,+5. 4x3+4. 2x4+3. Bxs+l1. 8x6 
Ox1+5x3+4x3+3xX4+2. Sxs+1. Sxe 4500 
3. 2x1+2. 6x,+1. Sxs+0. 8x4+0. 7xs+0. 3x5 1600 
XI 960 
Xx, E928 
s. t. xs 1041 
%ie977 
xs 1084 
x 1055 
% 宇 0, J=1, 2, :", 6 
下 面 用 “管理 运筹 学 ”2.0 软件 求解 该 线性 规划 模型 。 
第 一 步 : 点击 “开始 ”一 “程序 "一 “管理 运筹 学 2.0”， 弹 出 主 窗口 ， 如 图 1-6 所 示 。 


线性 规划 | | 时 短路 问题 “| 


运输 问题 ” |」 | 最小 生成 树 问 题 | 
台 六 夫 刘 | | 最 大 是 | 
目标 规划 | | “最 十 荔 用 最 大 流 | 预测 | 


关键 路 径 癌 是 | | 。 层次 分 析 法 | | 


图 1-6 
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第 二 步 : 点 击 “ 线 性 规划 "模块 按钮 ， 弹 出 的 界面 如 图 1-7 所 示 。 

第 三 步 : 点 击 “ 新 建 "按钮 ， 弹 出 的 界面 如 图 1-8 所 示 。 

第 四 步 : 在 图 1-8 所 示 的 界面 中 按 要 求 选择 目标 吗 数 的 类 型 ， 并 输入 变量 个 数 和 约束 
条 件 个 数 ( 本 例 中 分 别 为 6 和 8 )， 点 击 “ 确 定 ” 按 钮 后 ， 弹 出 的 界面 如 图 1-9 所 示 。 


7 战 性 规划 


CE 
| 


og9000090| 
NMAMNAMDNA| 
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第 五 步 : 在 图 1-9 所 示 的 界面 中 输入 目标 函数 及 约束 条 件 中 各 变量 的 系数 和 bb 值 ， 并 
择 好 约束 条 件 和 变量 的 正 负 约束 符号 。 得 到 的 界面 如 图 1-10 所 示 。 


员 | 绍 | 盎 [ 避 |] 对 | 训 
妨 入 


去 人 让 | 的 二 条 件 坟 Re 


输入 中 需要 注意 以 下 两 点 : 

(1) 输 入 的 系数 可 以 是 整数 、 小 数 ， 但 不 能 是 分 数 。 当 系数 为 分 数 时 ， 须 先 将 其 化 为 
小 数 再 输入 。 

(2) 输 入 前 要 先 合 并 同类 项 。 

第 六 步 : 点 击 “ 解 决 "按钮 ， 得 出 计算 结果 。 本 题 的 运行 结果 界面 如 图 1-11 所 示 。 


i 


| 神 四 = ”ww 5- 


图 1-11 


第 七 步 : 分 析 运 行 结果 。 
45 


第 1 章 线性 规划 


由 输出 结果 图 1-11 可 知 ， 该 线性 规划 问题 的 最 优 目标 值 是 6625. 2014， 最 优 解 是 : 
2 三 鸡 三 多 二 和 =0， 双 三 396. 067， 闻 三 1084。 


1. 9. 2 Excel 求解 线性 规划 问题 


1. Excel 简介 

Excel 求解 线性 规划 问题 是 通过 规划 求解 加 载 宏 (简称 规划 求解 ) 来 完成 的 。 规 划 求 解 
可 以 用 来 解决 最 多 有 200 个 变量 、100 个 外 在 约束 和 400 个 简单 约束 (决策 变量 整数 约束 
的 上 下 边界 ) 的 问题 。 

规划 求解 工具 在 Office 典型 安装 状态 下 不 会 安装 ， 需 要 用 户 根据 需要 通过 自 定义 安装 
选择 该 项 或 通过 添加 /删除 程序 增加 规划 求解 加 载 安 。 加 载 方 法 是 : 

第 一 步 : 打开 Excel 的 “工具 "下拉 列 菜单 ， 然 后 单 击 “ 加载 安 ”， 如 图 1-12 所 示 。 

第 二 步 : 在 弹出 的 “加 载 宏 "对 话 框 中 (图 1-13) 的 “可 用 加 载 宏 ”" 框 中 ,选中 “规划 求 
解 "旁边 的 复 选 框 ， 然 后 单 击 “ 确 定 " 按 钮 。 


TR 
各 拼 呈 杭 查 人 
| 


辐 


[加 条 件 求 和 疝 导 
| 


i 这 2 er ul 

品 | 了 
[ 回 分 析 工 具 | 

分 析 工 具 库 ~ VBA 函数 | 
| 


图 1-13 


第 三 步 : 如 果 出 现 一 条 消息 ， 指 出 您 的 计算 机 上 当前 没有 安装 规划 求解 ， 请 单 击 
“是 ”， 然 后 用 原 Office 安装 盘 进 行 安装 。 

第 四 步 : 单 击 菜单 栏 上 的 “工具 ”。 加 载 规 划 求 解 后 , “规划 求解 "命令 会 添加 到 “ 工 
具 "菜单 中 。 

2. Excel 软件 操作 步骤 及 求解 示例 

下 面 以 例 22 中 的 线性 规划 模型 为 例 ， 讲 述 Excel 软件 求解 线性 规划 模型 的 步骤 。 

第 一 步 : 在 Excel 工作 表 中 输入 目标 函数 的 系数 向 量 、 约 束 条 件 的 系数 和 矩阵 和 右 端 常 
数 项 (每 一 个 单元 格 输入 一 个 数据 ) ， 如 图 1-14 所 示 。 

第 二 步 : 选 定 一 个 单元 格 存储 目标 函数 ( 称 为 目标 单元 格 ) ， 用 定义 公式 的 方式 在 这 
个 目标 单元 格 内 定义 目标 函数 ; 选 定 与 决策 变量 个 数 相同 的 单元 格 ( 称 为 可 变 单 元 格 ) ， 
用 以 存储 决策 变量 ; 再 选择 与 约束 条 件 个 数 相 同 的 单元 格 ， 用 定义 公式 的 方式 在 每 一 个 单 
元 格 内 定义 一 个 约束 函数 ( 称 为 约束 函数 单元 格 ) ， 如 图 1-15 所 示 。 
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图 1-14 


图 1-15 


其 中 ， 劳 动力 约束 函数 的 定义 公式 是 “=MMULT(B3: G3, 5: 10)”， 原 料 约束 函数 
的 定义 公式 是 “=MMULT(B4: G4，J5: J10)”， 目 标 函 数 的 定义 公式 是 “=MMULT(B5.: 
G3, J3: JI0)”。 

注 : 函数 MMULT(B3: G3, J5: J10) 的 意义 是 : 单元 区 B3: G3 表示 的 行 向 量 与 单元 
区 J]5: J10 表示 的 列 向 量 的 内 积 。 特 别 要 注意 的 是 ， 第 一 格 单元 区 必须 是 行 ， 第 二 格 单元 
区 必须 是 列 ， 并 且 两 个 单元 区 所 含 的 单元 格 个 数 必须 相等 。 

第 三 步 : 点 击 下 拉 列 菜单 中 的 “规划 求解 按钮， 打开“ 规划 求解 参数 "对 话 框 ， 如 图 
1-16 所 示 ， 完 成 规划 模型 的 设 定 。 


规划 求解 才 数 
设置 目标 单元 格 E) ”| FE 有 可 
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规划 模型 的 设 定 包 含 以 下 几 个 方面 : 

(1) 目标 函数 和 优化 方向 的 设 定 : 将 光标 指向 “规划 求解 参数 " 对 话 框 中 的 “设置 目标 
单元 格 " 提示 后 的 域 ， 再 点 击 鼠 标 左 键 ， 选 中 Excel 工作 表 中 的 目标 单元 格 。 根 据 模型 中 
目标 函数 的 优化 方向 ， 在 “规划 求解 参数 "对话 框 中 的 “等 于 ”一行 中 选择 “最 大 值 " 或 “最 
小 值 ” 时 

(2) 可 变 单元 格 (表示 决策 变量 ) 的 设 定 : 将 光标 指向 “规划 求解 参数 ”对话 框 中 的 “可 
变 单元 格 " 提 示 后 的 域 , 再 点 击 鼠 标 左 键 ， 选 中 Excel 工作 表 中 的 可 变 单元 组 。 也 可 以 点 
击 “ 推 测 " 按 钮 ， 初 步 确 定 可 变 单元 格 的 范围 ， 然 后 在 此 基础 上 进一步 确定 ; 

(3 ) 约束 条 件 的 设 定 : 点 击 “ 规 划 求解 参数 "对 话 框 中 的 添加 按钮 ， 出 现 如 下 添加 约束 
对 话 框 (图 1-17): 


图 1-17 

先 用 鼠标 左 键 点 击 * 单 元 格 引用 位 置 " 标题 下 的 域 ， 再 选中 Excel 工作 表 中 的 一 个 约束 
函数 单元 格 ， 然 后 点 击 该 域 右 侧 向 下 的 箭头 ， 出 现 <=，=，>=，int 和 bin 五 个 选项 ， 根 
据 模型 中 该 约束 隐 数 的 实际 情况 选择 ， 其 中 int 和 bin 分 别 用 于 说 明 整 型 变量 和 0-1 型 变 
量 。 选 择 完 成 后 ， 如 果 还 有 约束 条 件 未 设 定 ， 就 再 点 击 “ 添加" 按钮， 重复 以 上 步骤 。 设 
定 完 所 有 约束 条 件 后 ， 点 击 确定 ， 回 到 规划 求解 参数 对 话 框 。 

(4) 算 法 细节 的 设 定 : 点 击 “ 规 划 求 解 参数 "对话 框 中 的 “选项 "按钮 ， 出 现 如 下 “规划 
求解 选项 ”对 话 框 (图 1-18)。 选 择 完成 后 点 击 “ 确 定 ” 按 钮 回 到 “规划 求解 参数 ”对 话 框 。 


规划 来 解 选项 


口 自动 校 比例 缩放 好 
口 显示 渤 代 结果 人) 


导数 搜索 
他 向 前 差分 外 ) 人 牛顿 法 四) 
人 中 心 差分 他) 全 共 轨 法 甸 ) 


图 1-18 


本 例 中 的 目标 函数 和 可 变 单元 格 的 设 定 很 简单 ， 在 此 就 不 再 闭 述 。 下 面 介 绍 约束 条 件 
的 设 定 。 


48 


1.9 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


约束 条 人 Ox +5x,+4x3+3x4+2. Sxs+1. Sx E4500 的 设 定 (图 
约束 条 件 设 定 (图 1-19 
Me 3. 2x1+2. 6x,+1. Sx3+0. 8x4:+0. 7xs +(% 3x6 1600 ea ) 


图 1-19 


sl 


le | 
-Oo 


S| 
全 证 | 


Se 


| 


w 


图 1-20 


约束 条 件 * 宇 0，x, 宇 0 ，…，x 宇 0 的 设 定 (图 1-21): 


0 国 当 加 ld “ 国 
La) [nw | 


图 1-21 


注 : (1) 可 采用 向 量 的 形式 设 定 同 向 不 等 式 ， 并 且 不 等 式 两 边 可 以 一 个 是 行 向 量 ， 另 


一 个 是 列 向 量 ; 
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(2) 可 用 一 个 0 来 代替 所 有 分 量 都 是 0 的 向 量 。 
第 四 步 : 单 击 “ 规 划 求 解 参数 "对 话 框 中 的 “求解 "按钮 ， 将 出 现 如 图 1-22 所 示 的 “ 规 
划 求 解 结果 ”对 话 框 。 


根据 需要 选择 右边 列 出 的 三 个 报告 中 的 一 部 分 或 全 部 (本 例 中 选择 保存 三 个 报告 ) ， 
然后 选择 “保存 规划 求解 结果 ”， 再 点 击 “ 确 定 ” 按 钮 就 可 以 在 Excel 内 看 到 求解 报告 ， 如 
图 1-22 所 示 。 得 到 的 三 张 报告 分 别 如 图 1-23 ~ 图 1-25 所 示 。 


作 表 [新建 Wicroseft Excel 工作 表 . xls]Sheet1l 


es Excel 11-.0 运算 结果 报告 
间 共 
报告 的 建立 : 2008-4-7 1:59:06 


J86 产品 2 产量 ”0$]$6<$c$6 ”未 到 限制 入 928 
$1837 产品 3 产量 


可 见 ， 求解 结果 和 “管理 运筹 学 "2.0 的 求解 一 致 。 
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下 icrosoft Excel 11.0 敏感 性 报告 


工作 表 [新 建 Hicrosoft Excel 工作 表 . xls]Sheet1l1 
报告 的 建立 : 2008-4-7 1:59:06 
可 变 单元 格 
终 递减 
-单元 属 ”名字 和 值 梯度. 
$J$5 产品! 产量 0 -2.399999619 
$1$6 ”产品 2 产量 0 -1.,700004069 
$J97 ”产品 产量 0 -0.199997648 
$J$8 产品 4 产量 596.66666867 0 
$189 产品 5 产量 1084 0.300000111 
8J$10 ”产品 产量 0_-0.300004125. 
3 
终 拉 格 朗 日 
元 名 乘 数 
| $4]$3 劳动 力 4500 1.399999936 


4 R 术 1236. 133333 0 


图 1-24 


[Nicrosoft Excel 11.0 极限 值 报告 
工作 表 [新 建 Hicrosoft Excel 工作 表 . xls] 极 限 值 报告 4 
报告 的 建立 : 2008-4-7 1:59:07 


四 目标 式 

-单元 格 名 字 值 . 

$J$2 利润 6625. 2 
变量 下限 目标 趟 上 限 ”目标 式 
元 .极限 _ 结果 _ 极限 结果. 
3]$5 产品 1 产量 _ 0 0_8625.2 __ 0 _6625.2 
$J$6 产品 产量 0 0 6625.2 0 .6625.2 
3J37 产品 3 产量 _ 0 0 6625.2 0 6625.2 
J$8 产品 4 产量 596.6666667 0 4ll9.2 596.6666667 6625.2 
| 4T$9 一 1084 0 2506 _1084 6625.2 
$1$10 0 0 6625.2 0 6625.2 

图 1-25 


1.9.3 Lindo 软件 求解 线性 规划 问题 


1. Lindo 软件 简介 

Lindo 软件 是 一 个 求解 运筹 学 问题 的 专用 数学 软件 包 ，Lindo 是 Linear Interactive and 
Discrete Optimizer 的 缩写 ， 它 由 LinusSchrage 首先 开发 , 版 权 现在 由 美国 Lindo 系统 公司 所 
拥有 。Lindo 软件 包 的 特点 是 程序 执行 速度 快 , 易于 方便 地 输入 、 修 改 、 求 解 和 分 析 一 个 
数学 规划 问题 , 因此 在 科研 和 工业 界 得 到 了 广泛 的 应 用 。Lindo 学 生 版 、 演 示 版 与 发 行 版 
的 主要 区 别 在 于 对 优化 问题 的 规模 ( 决策 变量 和 约束 条 件 的 个 数 ) 有 不 同 的 限制 。Lindo 
6. 1 学 生 版 最 多 可 求解 多 达 300 个 变量 和 150 个 约束 条 件 的 规划 问题 。Lindo 软件 包 虽 然 
有 多 种 版 本 , 但 其 软件 内 核 和 使 用 方法 基本 上 是 类 似 的 。 
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2. Lindo 软件 操作 步骤 及 求解 示例 
【 例 23】 用 Lindo 软件 求解 下 列 线性 规划 : 
min Z=—3x) +%X, 十 X3 
xi+2x;+ X311 
—4x1+ Xx,+2x3 宇 3 
一 2Xi + %=1 
Ws Wo Wa 
解 : 以 线性 规划 模型 为 例 ， 讲 述 Lindo 软件 求解 线性 规划 模型 的 步 又 。 
第 一 步 : 打开 Lindo 软件 ， 弹 出 如 图 1-26 所 示 的 窗口 界面 。 


图 1-26 


第 二 步 : 在 图 1-26 所 示 的 界面 中 输入 线性 规划 模型 ， 如 图 1-27 所 示 。 


图 1-27 


输入 时 需要 遵守 的 13 条 规则 : 

(1) 目标 函数 以 Max 或 Min 开头 。 

(2) 变量 名 称 的 长 度 不 超过 8 个 字符 。 

(3) 目标 函数 与 约束 条 件 之 间 必 须 用 "Subject to( ST)” 隔 开 。 
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(4) 约束 条 件 的 名 称 要 以 括号 结尾 。 

(5) 输 入 前 要 先 合并 同类 项 。 

(6) 不 区 分 变量 中 的 大 小 写字 符 (实际 上 任何 小 写字 符 都 将 被 转换 为 大 写字 符 ) 。 

(7) 变 量 及 其 系数 只 能 出 现在 式 子 的 左 端 ， 常 数 只 能 出 现在 式 子 的 右 端 。 

(8) 变 量 和 它 的 系数 之 间 可 用 空格 隔 开 ， 但 不 允许 出 现任 何 运算 符号 (如 乘 号 "*?” 
等 ) 。 

(9) 约 束 条 件 中 的 “大 "或 “= "符号 ， 分 别 用 "< ”或 “> "代替 ， 它 们 在 Lindo 系统 中 是 
等 效 的 。 

(10) 语 句 中 不 能 含有 括号 和 逗号 。 

(11) 一 条 语句 可 以 断 行 ， 如 : 

X1+2 x2 
+3x3>2 

(12) 注 释 以 感叹 号 开头 。 

(13 ) Lindo 中 已 假设 所 有 的 变量 都 是 非 负 的 , 所 以 非 负 约束 不 必 再 输入 。 

第 三 步 : 从 “Solve” 菜 单 选择 “Solve" 命 令 , 或 
直接 点 击 窗口 顶部 的 工具 栏 的 “Solve” 按 钮 ，Lindo LINDO 
就 会 开始 对 模型 进行 编译 。 首 先 ，Lindo 会 检查 模 
型 输入 是 否 符合 语法 要 求 ， 如 不 符合 ,会 出 现 报 。 8 "0 ses GEwsTTIVITY) NALIsIs? 
错 信 息 : An error occurred during compilation on 
line: n (产生 错误 的 行 数 ) ， 同 时 Lindo 会 自动 跳 
转 到 错误 行 。 改 正 错误 后 ，Lindo 才 会 正式 求解 。 
在 出 现 图 1-28 时 ， 如 不 需要 灵敏 度 分 析 ， 选 择 
“ 否 (N)”， 则 弹出 一 个 名 为 Reports Window” 的 窗 
口 (图 1-29)， 该 窗口 显示 的 就 是 Lindo 的 输出 结果 报告 。 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 


DBJECTIVE FUNCTION UALUE 


1) -0.6666667 
VARLIABLE VALUE REDUCED C8ST 
X1 2.666667 0.008089 
X2 1.800000 09.000089 
X3 6.333333 09.000989 
ROW SLACK OR SURPLUS DURL PRICES 
2) 8.000000 9.333333 
3) 8.6988098 -1.666667 
与) 8.8989099 2.908889 
HNO. ITERATIONS= 2 


图 1-29 
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1.9.4 Matiab 求解 线性 规划 问题 


1. Matlab 简介 

Matlab 是 英文 Matrix Laboratory (和 矩阵 实验 室 ) 的 缩写 。Matlab 是 一 个 通用 的 数学 软件 
包 ， 现 有 30 多 个 工具 箱 ， 其 中 优化 工具 箱 ( Optimization Toolbox) 是 应 用 广泛 ， 影 响 较 大 的 一 
个 工具 箱 。 应 用 Matlab 求解 线性 规划 时 ， 不 需要 把 线性 规划 化 为 标准 形式 ， 如 原 问题 是 求 
最 大 值 的 ， 要 转化 为 求 最 小 值 。Matlab 求解 线性 规划 是 通过 调用 函数 linprog( ) 来 实现 的 。 

设 有 如 下 形式 的 线性 规划 问题 : 

minZ=f * x 
Ax<b 
s.t. 1Aeq * x=Beqg 
LB<x<UB 

则 函数 linprog( ) 的 调用 方式 为 

[x, fval, exitflag | =linprog(f, A, b, Aeq, beq, LB, UB, x0, options) 
式 中 : 左 端 方 括号 内 的 是 函数 的 输出 参数 ; 右边 圆 括号 内 的 是 函数 的 输入 参数 ， 各 参数 的 
含义 分 别 为 : 

输入 参数 : 

(1)f，A，b 分 别 是 目标 函数 系数 列 向 量 ， 不 等 式 约束 条 件 的 技术 系数 矩阵 和 右 端 资 
源 系数 列 向 量 。 若 没有 不 等 式 约束 条 件 ， 则 令 A=[ ], b=[ ]。 

(2) Aeq，bed 分 别 是 等 式 约束 条 件 的 技术 系数 和 矩阵 和 右 端 资源 系数 列 向 量 。 若 没有 
等 式 约束 条 件 ， 则 令 Aeq=[ ], beq=[ ]。 

(3)LB，UB ，x0 分 别 是 决策 变量 的 下 界 ， 上 界 和 初始 列 向 量 。 

(4) options 是 指定 的 优化 参数 

输出 参数 : 

(1) x 是 最 优 解构 成 的 向 量 。 

(2) fval 是 最 优 目 标 值 。 

(3 ) exitflag 是 输出 标记 。 取 值 为 -3 表示 问题 无 界 ; -2 表示 问题 无 可 行 解 ; 0 表示 超 
过 最 大 迭代 次 数 ，! 表示 线性 规划 问题 有 解 。 

2. Matlab 软件 操作 步骤 及 求解 示例 

例 22 中 的 线性 规划 采用 Matlab 求解 方法 如 下 : 启动 Matlab 软件 ， 在 命令 窗口 或 M 文 
件 编辑 窗口 输入 Matlab 程序 代码 并 运行 程序 ， 即 可 得 到 问题 的 最 优 解 。 程 序 当 中 通过 op- 
tions 优化 参数 设置 求解 算法 为 单纯 形 法 。 

M 文件 编辑 窗口 输入 程序 如 图 1-30 所 示 ， 命 令 窗口 显示 结果 如 图 1-31 所 示 。 

注 : (1) 和 矩阵 元 素 之 间 用 人 逗 号 或 空格 分 开 ， 不 同行 以 分 号 隔 开 。 

(2) 语 句 结尾 如 用 回 车 键 或 逗号 ， 则 该 语句 运行 后 会 在 命令 窗口 显示 命令 的 结果 ; 如 
果 不 想 显 示 结 果 ， 需 用 分 号 结束 该 语句 。 

(3) 标 点 符号 都 要 在 英文 输入 状态 下 输入 ， 用 符号 “” 置 于 和 矩阵 右上 角 表 示 作 和 矩阵 的 
转 置 运算 。 
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1.9 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


攻 rg a ‘Deb vey ea Window MT 


BE WT EE EM 
| 别 暗 | -15 + i+ #1 涝 严 | 态 

i- f=[65.35.4423.81.8T:; 

2 一 A=[6543251.5;322.61.50.80.70.3:100000;.. 

3 p10000:001000;000 100;000010;000001]; 
和 一 b={4500 1600 960 928 1041 977 1084 1055] 
,Ey LB=zeros{6,1); 

6 一 Opt=optimset(LargeScale" 'off, ‘Simplex, ‘on'); 
17— [fvalexithagjzlinprog(-f,A, b,[J[JLB{][].OpD) 


从 上 述 四 种 软件 的 求解 过 程 及 结果 ， 可 以 看 出 : 
(1) “管理 运筹 学 "2.0 软件 、Excel 和 Lindo 软件 求解 线性 规划 问题 时 ， 都 不 需要 将 
模型 标准 化 ; 


(2) 尽 管 “管理 运筹 学 ”2.0 软件 和 Lindo 软件 6. 1 学 生 版 不 能 求解 大 型 的 线性 规划 问 
题 ， 但 它们 不 仅 操作 简单 ， 而 且 输 出 结果 还 很 丰富 ， 因 此 初学 者 学 习 起 来 非常 容易 ; 

(3)Excel 和 Matlab 则 需要 使 用 者 记 住 一 些 相 关 函 数 。 

【 注 记 】 

单纯 形 法 是 一 种 令 人 满意 的 求解 线性 规划 问题 的 算法 。 但 V.Klee 和 G. Minty 于 1972 
年 构造 了 一 个 含有 个 变量 ，2n 个 不 等 式 约束 的 线性 规划 问题 ， 当 采用 单纯 形 法 求解 该 
问题 时 ， 其 计算 次 数 达到 2" 次 。 以 计算 复杂 性 为 标准 来 看 ， 当 算法 所 需要 的 计算 工作 量 
是 问题 规模 的 指数 式 函 数 a" 时 ， 就 不 能 称 为 有 效 算法 。 因 而 不 能 肯定 单纯 形 法 是 有 效 算 
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法 .由 此 就 要 考虑 : 能 和 否 找到 一 种 求解 线性 规划 问题 的 多 项 式 算法 。 经 过 努力 ， 前 苏联 学 
者 哈 奇 扬 于 1979 年 提出 了 椭 球 算法 ， 并 证 明了 该 算法 为 多 项 式 算法 。 但 在 有 具体 应 用 椭 球 
算法 求解 线性 规划 时 ， 其 迭代 次 数 要 远 远 多 于 单纯 形 法 ， 因 此 这 个 算法 虽然 在 理论 上 有 很 
大 的 意义 ， 但 实用 价值 不 大 。 此 后 ，1984 年 卡 玛 卡尔 ( N. Karmarkar) 又 提出 了 一 种 新 的 多 
项 式 算法 一 一 内 点 算法 % 。 求 解 线性 规划 的 方法 还 有 仿 射 比例 调节 法 "” 、 对 数 障碍 函数 
法 5 及 求解 大 型 问题 的 Dantzig-Wolfe 分 解 算法 '" 等 等 ， 在 此 不 再 一 一 详 述 ， 请 有 兴趣 的 
读者 自行 查阅 资料 。 


讨论 、 思 考题 


. 线性 规划 的 各 种 形式 的 共同 点 和 区 别 有 哪 些 ? 各 有 什么 优点 ? 

. 如 何 将 一 个 线性 规划 间 题 转化 成 标准 形式 ? 

. 线性 规划 建 模 的 主要 步骤 有 哪些 ?” 建 模 时 应 该 遵循 的 原则 是 什么 ? 

用 图 解法 求解 线性 规划 的 主要 步骤 有 哪些 ? 

从 图 解法 求解 线性 规划 的 实例 可 得 线性 规划 的 解 有 哪些 情形 ? 

. 线性 规划 几 种 解 的 概念 之 间 有 何 关 系 ? 

简 述 单纯 形 法 的 基本 思路 与 基本 步骤 。 

添加 非 负 的 人 工 变量 的 目的 是 什么 ? 添加 人 工 变量 的 总 个 数 如 何 确定 ? 
. 简 述 单纯 形 法 计算 过 程 中 要 注意 的 问题 。 


CI NMP Dr 


本 章 小 结 


本 章 通过 实例 ， 提 出 了 线性 规划 问题 的 一 般 数 学 模型 ， 并 给 出 了 线性 规划 模型 的 其 他 
几 种 形式 。 介 绍 了 线性 规划 解 的 概念 及 性 质 ， 通 过 图 解法 探讨 了 线性 规划 问题 的 解 的 几 种 
情况 ， 然 后 通过 具体 分 析 实 例 来 说 明 单纯 形 法 的 解 题 思路 及 解 题 过 程 ， 介 绍 了 退化 和 循环 
情况 的 处 理 方法 及 适合 计算 机 使 用 的 单纯 形 法 的 改进 ， 最 后 还 介绍 四 种 软件 求解 线性 规划 
问题 的 方法 介绍 和 案例 建 模 分 析 。 

本 章 学 习 要 求 如 下 : 

(1) 理 解 线性 规划 建 模 的 一 般 方 法 ， 初 步 学 会 建立 有 关 应 用 问题 的 线性 规划 模型 。 

(2) 掌 握 线 性 规划 的 一 般 形式 转化 为 标准 形式 的 方法 。 

(3) 掌握 图 解法 的 具体 实施 方法 。 

(4) 掌 握 基 、 可 行 基 、 可 行 解 、 基 可 行 解 ， 最 优 解 与 最 优 值 等 概念 。 

(5) 掌 握 单 纯 形 法 的 基本 思路 及 实施 过 程 ( 即 初始 基 可 行 解 的 确定 ， 最 优 性 检验 ， 换 
入 和 换 出 变量 的 确定 及 主 元 变换 ) 。 

(6) 掌 握 用 人 工 变 量 得 到 初始 基 可 行 解 的 两 种 方法 ， 即 大 M 法 与 两 阶段 法 。 

(7) 了 解 对 单纯 形 法 的 改进 。 

(8) 掌 握 常 用 软件 求解 线性 规划 问题 的 方法 。 
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习 题 


1. 选择 题 。 
(1) 使 用 人 工 变量 法 求解 极 大 化 线性 规划 问题 时 ， 当 所 有 的 检验 数 wj 和 0， 在 基 变 量 
中 仍 含有 非 负 的 人 工 变 量 ， 表 明 该 线性 规划 问题 ( ”)。 
A. 有 唯一 的 最 优 解 B， 有 无 穷 多 个 最 优 解 
C， 为 无 界 解 D. 无 可 行 解 
Xl +%, +%3 =3 


(2) 某 线性 规划 问题 的 约束 条 件 为 12x;+2x2+xs=4 ， 则 基 可 行 解 为 ) 。 


几 

A. (0, 0, 4, 3) B. (1, 1, 0, 0) 

Cc. (2, 0, 1, 0) D. (3, 4, 0, 0) 

(3 ) 线 性 规划 minZ=3xj+4x;，, xi+x; 宇 4 ，2x+ 和 2 , x1, %, 宇 0， 则 ( ) 。 

A， 无 可 行 解 B. 有 唯一 最 优 解 

C. 有 多 重 解 D. 无 界 解 

(4) 如 果 决 策 变 量 数 相等 的 两 个 线性 规划 的 最 优 解 相同 ， 则 两 个 线性 规划 ( ) 。 
A.， 约束 条 件 相同 B， 最 优 目标 函数 值 相等 

C. 目标 函数 相同 D.， 以 上 结论 都 不 对 


(5 ) 线 性 规划 问题 具有 无 界 解 是 指 ( )。 

A. 可 行 解 集合 无 界 

B， 有 相同 的 最 小 比值 

C， 最 优 单纯 形 表 中 所 有 非 基 变 量 的 检验 数 非 零 


D， 存 在 某 个 检验 数 ru>0 上 且 ur 和 0 (i=1 ,2 ,…,m) 
2. 将 下 列 线性 规划 化 为 标准 型 。 
(1)minZ =x) +2%,+3%; (2)minZ =—3x,+4x,—2x3+5x 
—2xX1 +%2+%x3 9 Ax —%, +2X3 一 %4 =—2 
—3x] +X,+2%x3 三 4 Xi1+%s —%3+2%x4 S14 
4x1—2x,—3x3 =—6 一 2X1 十 3x2 +%X3—Xa 三 2 
xj s0 , x, 宇 0 , x; 取 值 无 约束 x1，%2，%3 宇 0 ,ws 无 约束 
3. 用 图 解法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 
(1)minZ =%|+3%, (2)maxZ =2xi+3x2 
xi+%; =20 4x1+6x, 宇 6 
EE mi 和 12 s. t. 42x1+2x, 宇 4 
ws Ns0 wi Ws 0 
(3)minZ =xi+2x2， (4)maxZ =xi+3x2 
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2x1+5x, 宇 12 Sxit+10x, 50 
Xx1+2x, 8 xitx, 宇 1 
s. t. s.t. 
0<x 4 Xx, 4 
0<x, <3 Xs Yo 0 


4. 求 出 下 列 线性 规划 的 所 有 基本 解 ， 并 指出 其 中 的 基 可 行 解 和 最 优 解 。 


maxZ =5%+2%, 


| +Xs =48 
2% +% 三 }2 
> 2x1+3x, +xs=18 
A Et 
5. 用 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 ， 并 指出 它们 的 解 分 别 是 属于 哪 一 类 。 
(1)minZ=2x,—2x, (2)maxZ =3x,+4x, +2%x3 
Xi+%, 5 wit hatist jy S30 
—xi+x, 6 3x1+6%x; +X3 -2x4 0 
I 全 xy4 
Xi ，%2 之 人 XiP0，J=1，2，3，4 
(3 ) maxZ =x1+2x, +X3 (4)maxZ =2x)+3x,—5x; 
x1+2x,+x3 E30 Xi 十 Xa 二 X5 三 了 
Ss. t. 4Xi+4x2+2x3 20 s. t. 42x1—5x,+x3 宇 10 
Bs ys Ns Vi, Was WO 
(5)minZ =2x,+4x, (6)maxZ =3x +Xa 二 X3 十 4 
2 —3% 2 —2x1+2x, 十 %3 =4 
Ss. t. 4—X1+ %, 二 3 s.t 43xXi+ %,—x4=6 
Xi1，20 全 0 Xi 人 0,，J=1，2，3，4 


6. 表 1-23 是 一 个 求 极 大 值 线性 规划 的 单纯 形 表 ， 其 中 xs ，xs ，x6 是 松弛 变量 。 


表 1-23 
ci 2 2 

Cv Xs b 区 i Wy X4 Xs Xe 
Xs 2 1 2 一 

人 一 

2 Xi2 1 1 1 | -2 
x 4 2a -1 下 一 C+8 
四 | 


(1) 把 表 中 缺少 的 项 目 填 上 适当 的 数 或 式 子 。 
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(2) 要 使 表 中 的 解 为 最 优 解 ，a 应 满足 什么 条 件 ? 

(3) 如 有 无 穷 多 最 优 解 ，a 应 满足 什么 条 件 ? 

(4) 如 无 最 优 解 ，a 应 满足 什么 条 件 ? 

(5) 若 表 中 的 解 不 是 最 优 解 ，a 应 满足 什么 条 件 ， 会 使 得 以 x; 为 换 入 变量 ,x 为 换 出 
变量 ? 

7. 某 工厂 用 甲 、 乙 、 丙 三 种 原料 生产 4、B、C、D 四 种 产品 ， 每 种 产品 消耗 原料 定 
额 以 及 三 种 原料 的 数量 如 表 1-24 所 示 。 


表 1-24 


2 品 原料 数量 ( 吨 ) 
对 原料 甲 的 单 耗 ( 吨 / 万 件 ) 2400 
对 原料 乙 的 消耗 ( 吨 /万 件 ) 3200 
对 原料 两 的 消耗 ( 吨 / 万 件 ) 1800 


单位 产品 的 利润 (万 元 /万 件 ) 


求 使 总 利润 最 大 的 生产 计划 和 按 最 优生 产 计 划 生 产 时 三 种 原料 的 耗 用 量 和 剩余 量 。 

rt ee te tl tse et 
b,, : Pe et sg 规划 在 该 油 区 打 m 口 调整 井 4,， 
A,,- ， 且 这 些 井 的 位 置 已 经 确定 。 根 据 预 测 ， 调 整 井 的 产量 分 别 为 aj ，a,，…，a, 
es 考虑 到 原 有 计量 站 富余 的 能 力 ， 决 定 不 另 建新 站 ， 而 用 原 有 老 站 分 工 管辖 
调整 井 。 按 规划 要 求 ， 每 口 井 只 能 属于 一 个 计量 站 。 假 定 已 知 4; 到 B, 的 距离 为 a,， 试 确 
定 各 调整 井 与 计量 站 的 关系 ， 使 新 建立 的 输 道 管线 总 长 度 最 短 ， 

9. 靠近 某 河 流 有 两 个 化 工厂 (图 1-32)， 流 经 第 一 个 工厂 的 河流 流量 是 每 天 500 万 立 
方 米 ; 在 两 个 工厂 之 间 有 一 条 流量 为 每 天 200 万 立方 米 的 支流 。 第 一 个 工厂 每 天 排放 工业 
污水 2 万 立方 米 ; 第 二 个 工厂 每 天 排放 工业 污水 1. 4 万 立方 米 。 从 第 一 个 工厂 排出 的 污水 
流 到 第 二 个 工厂 之 前 ， 有 20% 可 自然 净化 。 根 据 环保 要 求 ， 河 流 中 工业 污水 的 含量 不 应 
大 于 0.2% ， 若 这 两 个 工厂 都 各 自 处 理 一 部 分 污水 ， 第 一 个 工厂 的 处 理 成 本 是 1000 元 /万 
立方 米 ， 第 二 个 工厂 的 处 理 成 本 是 800 元 /万 立方 米 。 试 问 在 满足 环保 要 求 的 条 件 下 ， 每 
厂 各 应 处 理 多 少 污水 ， 才 能 使 总 的 污水 处 理 费 用 为 最 小 ? 建立 线性 规划 模型 。 


图 1-32 


10. 某 饲 养 场 需 饲 养 动物 ， 设 每 头 动 物 每 天 至 少 需 700g 蛋白质、30g 矿物 质 、100mg 
维生素 。 现 有 五 种 饲料 可 供 选 用 ， 各 种 饲料 每 kg 营养 成 分 含量 及 单价 如 表 1-25 所 示 。 试 
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求 既 满足 动物 生长 的 营养 需要 ， 又 使 费用 最 省 的 选用 饲料 的 方案 。 


表 1-25 
饲料 蛋白 质 /g 矿物 质 /g 维生素 /mg 价格 /元 /kg 
] 2 0.4 1 0.8 
人 3 1 0.5 0.2 
3 6 2 2 0.7 
4 18 0.6 0.9 0.9 
5 1 0.4 0.2 0.4 


11. 某 工厂 要 生产 产品 4 和 B, 已 知 生产 100 箱 的 4，B， 需 要 机 床 加 工时 间 分 别 为 6 
小 时 和 5 小 时 ， 需 要 付出 机 床 使 用 费 分 别 为 5 元 和 4 元。 又 已 知 每 箱 产 品 4 和 B 占用 生产 
场地 分 别 为 10 和 20 个 体积 单位 ， 而 生产 场地 允许 15000 个 体积 单位 的 存储 量 。 若 机 床 每 
周 加 工时 数 不 超 过 80 小时， 又 由 于 收购 部 门 的 限制 ， 产品 4 的 生产 量 每 周 不 能 超过 800 
箱 。 试 制定 最 优 的 周 生 产 计划 ， 使 机 床 生产 获 最 大 收益 。 

12. 某 公司 计划 用 2000 万 元 在 下 列 四 种 广告 媒介 上 做 广告 ， 各 种 媒介 的 广告 效果 、 
数量 限制 和 成 本 数据 如 表 1-26 所 示 。 


表 1-26 
广告 媒介 
效 果 

报纸 电台 电视 网 络 
每 个 广告 能 影响 的 总 人 数 7 万 5 万 15 万 20 万 
影响 的 已 婚 人 数 1.8 万 3 万 5 廊 ”| 名 邦 
影响 平均 收入 以 上 的 人 数 2 万 4 万 5 万 6 万 
最 高 广告 限制 数目 | 125 130 so0 | 30 
最 低 广告 限制 数目 25 30 | 35 10 
每 个 广告 的 成 本 (万 元 ) 2 1.5 10 3 


该 公司 要 求 广告 影响 的 人 数 最 多 ， 同 时 要 满足 下 列 条 件 : 

(1) 至 少 要 影响 150 万 的 已 婚 人 口 ; 

(2) 至少 要 影响 200 万 的 平均 收入 以 上 的 人 口 ; 

(3) 在 每 种 媒介 上 做 广告 的 数目 要 求 在 最 低 和 最 高 限制 数目 之 间 。 

请 建立 该 问题 的 线性 规划 模型 。 

13. 已 知 某 种 钢 窗 每 套 由 2 根 1.5m, 2 根 1.45m, 6 根 1.3m 及 12 根 0.35m 的 原 钢 料 
构成 ， 现 有 长 为 9m 的 原 钢 料 ， 问 如 需 100 套 这 种 钢 窗 ， 如 何 下 料 可 使 所 用 原 钢 的 总 数 最 
少 ? 

14. 用 改进 的 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 : 
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maxZ = 0xi 一 2X2 +X3 
2x1—%;+2x3 4 
st 5 二 2%; 和 6 


x=0, j=1, 2, 3 
案 例 


案例 1 ”农场 种 植 和 饲养 计划 


某 农场 制定 今后 5 年 的 种 植 和 饲养 计划 。 该 农场 有 400 公顷 土地 。 现 有 200 头 牛 ， 其 
中 有 小 母 牛 50 头 ， 奶 牛 150 头 。 

假设 喂养 每 头 小 母 牛 占 地 0.5 公顷 ,每 头 奶牛 占 地 1 公顷。 每 头 奶牛 平均 每 年 生养 
1.2 头 小 牛 ， 其 中 一 半 为 小 公牛 ， 生 下 后 立即 出 售 ， 每 头 400 元 ; 其 余 一 半 为 小 母 牛 ， 如 
立即 出 售 每 头 500 元 ， 留 下 饲养 用 2 年 时 间 养 成 奶牛 。 

规定 从 刚 出 生 到 第 1 年 末 的 牛 龄 记 为 1， 满 1 年 到 第 2 年 末 的 牛 龄 记 为 2， 则 牛 龄 到 
达 9 的 奶牛 一 律 出 售 ， 每 头 为 1000 元 。 小 母 牛 和 奶牛 的 年 死亡 率 分 别 为 5% ，3% 。 

1 头 奶牛 1 年 的 产 奶 收入 可 达 4500 元 ， 该 农场 饲养 奶牛 和 小 母 牛 最 多 不 超过 150 头 ， 
超过 该 数 时 ， 每 头 每 年 需 另 支出 2000 元 。 

如 每 头 奶牛 每 年 需 0.8 吨 甜 菜 和 0.7 吨 粮 食 ， 每 头 小 母 牛 每 年 需 0.4 吨 甜 菜 和 0.4 吨 
粮食 。 若 农场 自己 种 植 甜菜 ， 则 每 公顷 每 年 可 产 甜菜 1.5 吨 。 农 场 土地 中 能 种 植 粮食 的 只 
有 80 公顷 ， 根 据 土壤 的 成 分 带 来 收益 的 不 同 ， 这 些 土地 可 分 为 3 类 : 

第 1 类 : 年 产 粮 1.1 吨 / 公 需 ， 共 有 20 公顷 ; 

第 2 类: 年 产 粮 0.9 吨 /公顷 ， 共 有 30 公顷 ; 

第 3 类 : 年 产 粮 0.7 吨 /公顷 ， 共 有 30 公顷 ; 

当 每 年 粮食 或 甜菜 不 足 或 多 余 时 ， 可 以 购买 或 卖 出。 每 吨 粮食 的 买 进 价 为 900 元 ， 卖 
出 价 为 750 元 ; 每 吨 甜 菜 买 进 价 为 500 元 ， 卖 出 价 为 320 元 。 种 植 1 公顷 粮食 和 甜菜 分 别 
每 年 花费 400 元 ，700 元 。 

假设 各 项 投资 费用 是 从 以 十 年 为 期 、 年 息 为 15% 的 借款 中 得 到 的 ， 利 息 和 本 金 需 一 
年 一 次 等 量 归 还 ， 十 年 还 清 。 

问 : (1) 问 应 如 何 安排 今后 5 年 种 植 和 饲养 计划 ， 使 总 僵 利 为 最 大 。 

(2) 若 该 农场 的 负责 人 和 希望 任何 一 年 的 利润 值 都 为 正 ， 且 到 第 5 年 年 末 时 奶牛 数 不 少 
于 60 头 ， 不 多 于 180 头 。 又 该 如 何 安排 今后 5 年 种 植 和 饲养 计划 ， 使 总 盘 利 为 最 大 。 


案例 2 某 发 电站 的 发 动机 配备 问题 


如 某 发 电站 全 天 24 小 时 必须 满足 下 面 的 电力 负荷 要 求 : 
24 点 至 6 点 需要 10000MW, 6 点 至 9 点 需要 25000MW，9 点 至 15 点 需要 50000MW， 

15 点 至 18 点 需要 40000MW ，18 点 至 24 点 需要 30000MW。 
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现 有 三 类 发 电机 可 供 使 用 ，1 类 共 10 台 、2 类 共 12 台 、3 类 共 5 台 。 每 台 发 电机 都 
必须 在 最 低 功 率 和 最 高 功率 之 间 运 行 ， 同 时 运行 在 最 低 功 率 时 每 台 发 电机 每 小 时 都 需 付 一 
定 的 费用 。 此 外 ， 若 某 台 发 电机 超过 它 的 最 低 功 率 工 作 ， 则 每 小 时 每 兆 瓦 需 要 再 附加 一 项 
费用 。 启 动 发 电机 也 需要 付 一 定 的 费用 。 相 关 数 据 如 表 1-27 所 示 。 


表 1-27 
1 类 2 类 3 类 
最 低 功 率 ( MW ) 1250 850 1500 
最 高 功率 ( MW) 1800 2000 4000 
最 低 功 率 的 每 小 时 费用 (元 ) 2500 1000 3000 
超过 最 低 功 率 的 每 兆 瓦 小 时 费用 (元 ) 1.2 2 交 汉 
启动 费用 (元 ) 1000 2000 600 


此 外 ， 为 了 满足 预测 的 负载 需要 量 ， 要 求 在 任何 时 间 都 必须 有 足够 的 发 电机 在 工作 ， 
使 得 有 满足 负载 增长 15% 的 需求 的 可 能 。 如 这 种 增长 需要 通过 调节 在 其 容许 范围 内 运转 
的 一 些 发 电机 的 输出 来 实现 。 

间 ， 全 天 各 周期 应 相应 有 多 少 台 发 电机 工作 ， 才 能 使 总 费用 最 低 ? 


案例 3 某 炼 油 厂 的 生产 优化 问题 


某 炼 油 厂 需要 购买 两 种 原油 (原油 A 和 原油 B)， 两 种 原油 经 过 分 馏 、 重 整 、 裂 化 各 
调和 四 道 工 序 处 理 后 可 得 到 油 和 炼油 用 于 销售 。 

(1) 分 饮 。 

根据 每 一 种 原油 的 沸点 的 不 同 ， 两 种 原油 经 过 分 馏 可 分 解 为 轻 石 脑 油 、 中 五 脑 油 、 重 
石 脑 油 、 轻 油 、 重 油 和 残 油 。 其 中 轻 、 中 、 重 三 种 五 脑 油 的 辛 烷 值 分 别 为 90 、80 、70， 
已 知 每 桶 原油 可 以 分 解 产 生 的 各 类 油 的 数量 如 表 1-28 所 示 ， 在 分 馏 过 程 中 允许 有 少量 损 
耗 。 


表 1-28 原油 分 馏 得 到 的 各 类 油 的 数量 ( 桶 / 桶 ) 


轻 石 脑 油 中 石 脑 油 重 石 脑 油 重油 
原油 A 0. 10 | 0. 25 0. 20 0. 12 0. 20 | 0. 13 
原油 B 0.15 0. 20 0. 18 0. 11 0. 19 0. 12 
(2) 重 整 。 


石 脑 油 可 以 直接 用 来 调和 成 不 同等 级 的 汽油 ， 也 可 以 进入 重 整 过 程 ， 重 整 过程 可 产生 
辛 烷 值 为 115 的 重 整 汽油 ， 已 知 1 桶 轻 、 中 、 重 石 脑 油 经 过 重 整 可 得 到 的 重 整 汽油 分 别 为 
0.6，0. 52，0.45 桶 。 

62 


(3) 裂 化 。 

轻 油 和 重油 不 仅 都 可 直接 经 调和 产生 航空 煤油 ， 而 且 也 可 经 过 裂化 过 程 而 产生 裂化 油 
和 裂化 汽油 。 已 知 裂化 汽油 的 辛 烷 值 为 105， 轻 油 和 重油 裂化 产生 的 裂化 油 和 和 裂化 汽油 量 
(单位 : 桶 / 桶 ) 如 表 1-29 所 示 。 


表 1-29 轻 油 、 重 油 裂化 产品 数据 


裂化 油 可 用 来 调和 成 煤油 和 航空 煤油 ， 而 裂化 汽油 可 用 来 调和 成 汽油 。 残 油 又 可 以 用 
来 生产 润滑 油 或 者 用 来 调和 成 煤油 和 航空 煤油 。 已 知 一 桶 残 油 可 以 产生 5.5 桶 润滑 油 。 

(4) 调 和 。 

@ 汽 油 ( 以 动机 燃料 ): 可 用 石 脑 油 、 重 整 汽 油 和 和 裂化 汽油 调和 得 到 普通 汽油 和 优质 
汽油 。 普 通 汽油 和 优质 汽油 的 辛 烷 值 分 别 不 低 于 84,，94。 这 里 假定 ,调和 成 的 汽油 的 辛 
烷 值 与 各 成 分 的 辛 烷 值 及 含量 呈 线 性 关系 。 

@ 航 空 煤油 : 可 用 汽油 、 重 油 、 有 裂化 油 和 残 油 调和 而 成 航空 煤油 。 已 知 航空 煤油 的 蒸 
汽 压 不 得 超过 1kg/cm*， 而 轻 油 、 重 油 、 列 化 油 和 残 油 的 藻 汽 压 (单位 :kg/cm?) 则 分 别 为 
1.2，0.6，1.5，0.0。 这 里 假定 ， 航 空 煤油 的 攻 汽 压 与 各 成 分 的 蒸汽 压 及 含量 呈 线 性 关 
系 。 

@@ 煤 油 : 煤油 可 按 10 :4:1 的 比例 由 轻 油 、 有 裂化 油 和 残 油 调和 而 成 。 

设 各 种 油 品 的 数量 及 处 理 能 力 为 : 

每 天 原油 A，B 的 可 供应 量 分 别 为 20000 桶 ，30000 桶 ; 

@) 每 天 最 多 可 分 馏 原油 45000 桶 ; 

图 每 天 最 多 可 重 整 石 脑 油 10000 桶 ; 

(每 天 最 多 可 和 裂化 处 理 8000 桶 轻 油 和 重油 ; 

@ 每 天 生产 的 润滑 油 不 得 低 于 500 桶 ， 不 得 高 于 11000 桶 ; 

人 @ 优 质 汽 油 与 普通 汽油 的 产量 之 比 为 4:1。 

若 优质 汽油 、 普 通 汽 油 、 航 空 煤油 、 润 滑 油 等 各 种 产品 的 利润 分 别 为 0.7，0.6， 
0.4，0.35，0. 15( 元 / 桶 ) 。 

间 :; 怎样 制定 该 炼油 厂 的 生产 计划 ， 可 使 其 得 到 最 大 利润 。 

案例 4 ”配料 问题 

某 公 司 生 产 饲 养 肉 用 种 鸡 和 产 蛋 鸡 的 混合 饲料 ， 已 知 每 千克 饲料 所 需 营 养 质量 要 求 如 

表 1-30 所 示 。 


63 


第 1 章 线性 规划 


表 1-30 营养 质量 要 求 

营养 成 分 肉 用 种 鸡 国家 标准 肉 用 种 鸡 公司 标准 产 蛋 鸡 标准 
代谢 能 2.6~2.8Mcal/kg =2. 6Mcal/ kg =2.65Mcal/kg 
粗 蛋 白 135 ~145g/kg 135 ~ 145g/kg =15lg/kg 
粗 纤维 <50g/kg <40g/kg <20g/ kg 
赖 氨 酸 =5. 6g/kg | 三 5. 6g/kg 三 6. 8g/kg 
和 蛋氨酸 =2. 5g/kg 三 2. 6g/kg =6g/kg 

钙 23 ~40g/kg =30g/kg =34g/kg 
有 效 磷 4.6~6.5g/kg =5. 5g/kg =3g/kg 
食盐 3.7g/kg 3.7g/kg 3g/kg 

该 公司 计划 使 用 的 原料 有 小 麦 、 麦 忒 、 玉 米 、 米 糠 、 豆 饼 、 菜 将 饼 、 和 鱼粉 、 槐 叶 粉 、 


骨粉 、DL- 蛋 氨 酸 、 食 盐 和 碳酸 钙 等 12 种 原料 。 各 原料 的 营养 成 分 含量 及 价格 见 表 1-31。 
公司 根据 原料 来 源 ， 还 要 求 在 每 吨 混合 饲料 中 各 种 原料 的 含量 要 满足 下 列 条 件 : 玉 
米 、 小 麦 、 麦 获 、 豆 饼 、 菜 子 饼 、 鱼 粉 和 槐 叶 粉 分 别 不 低 于 400kg，120kg，100kg， 
100kg，30kg，50kg，30kg; 米糠 要 超过 150kg; 而 DL- 有 蛋氨酸、 骨粉 和 碳酸 钙 适 量 。 
问 : (1) 如 按照 肉 用 种 鸡 公 司 标准 ， 则 1t 混合 饲料 中 各 种 原料 分 别 为 多 少 可 使 成 本 最 


低 。 


(2) 如 按照 产 蛋 鸡 国 家 标准 ， 则 1t 混合 饲料 中 各 种 原料 分 别 为 多 少 可 使 成 本 最 低 。 
(3) 求 产 蛋 鸡 符合 标准 要 求 的 最 优 饲 料 配方 方案 。 


表 1-31 
原 单价 代谢 能 | 粗 蛋 白 | 粗 纤 维 | 赖 氨 酸 | 蛋氨酸 钙 有 机 磷 食盐 
料 | 元 /kg | Mcakg| gkg | gkg | gkg | gkg | g/kg | g/kg g/kg 
和 0.07 3.08 114 22 3.4 1.2 0.7 0.3 
-一 二 一 一 上 
过 0.23 1.78 142 98 6.0 2.3 0.3 10.0 
下 0.65 3.35 78 16 2.3 1.7 0.5 0.3 
类 0.22 2.10 114 72 6.5 2.4 1.0 13.0 
桥 0. 37 2.40 402 49 24.0 5.1 3.2 5.0 
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第 2 章 线性 规划 的 对 偶 理 论 与 灵敏 度 分 析 


通过 对 线性 规划 的 深入 研究 ， 人 们 发 现 每 一 个 线性 规划 问题 ， 都 存在 一 个 与 它 密 切 相 
关 的 线性 规划 问题 ， 称 为 它 的 对 偶 问 题 。 研 究 对 偶 问 题 之 间 的 关系 及 解 的 性 质 ， 就 构成 了 
线性 规划 的 对 偶 理论 。 它 是 线性 规划 理论 整体 的 一 个 重要 而 又 有 趣 的 组 成 部 分 。 灵 人 敏 度 分 
析 是 对 线性 规划 求解 结果 的 再 挖掘 ， 通 过 有 限 的 数据 ， 得 出 更 为 广泛 的 结果 ， 为 管理 者 提 
供 更 多 的 决策 依据 。 


【关键 词汇 】 
对 偶 问 题 (Dual Problem) 对 偶 定 义 (Dual Definition ) 
对 偶 定 理 (Dual Theorem) 影子 价格 (Shadow Price) 


对 偶 单 纯 形 法 (Dual Simplex Method ) 
灵敏 度 分 析 ( Sensitivity Analysis ) 


2.1 线性 规划 对 偶 问题 的 引入 与 数学 模型 


2.1.1 问题 的 提出 

设 某 厂 计划 生产 甲 和 乙 两 种 产品 ， 生 产 中 需 按 顺序 在 设备 4，B,，C，D 上 加 工 ， 每 件 
产品 加 工 所 需 的 机 时 数 、 利 润 值 及 每 种 设备 的 总 台 时 数 如 表 2-1 所 示 ， 问 : 怎样 安排 生 
产 , 才能 使 工厂 获得 最 大 利润 ? 


表 2-1 
设备 甲 乙 设备 的 总 机 时 数 
A 1 12 台 时 
B 2 3 8 台 时 
C 4 0 16 台 时 
D 0 4 12 台 时 
获 利 ( 千 元 ) 3 pe 


解 : 设计 划 生 产 甲 、 乙 两 种 产品 x) 及 x, 件 ， 则 可 建立 如 下 的 数学 模型 ; 
maxZ =3x1+2%, 
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2.1 线性 规划 对 偶 问题 的 引入 与 数学 模型 


x1+2%x; <12 
2%x+3x, 三 8 
s. t. 44x; <16 (2-1) 
4x, 三 12 
Xi 
可 得 最 优 方案 为 x =4， x2 =0 
即 : 甲 产品 生产 4 件 ， 乙 不 安排 生产 可 使 工厂 获得 最 大 利润 1. 2 万 元 。 
如 果 从 另 一 个 角度 来 看 该 问题 : 
假设 该 厂 厂 长 决定 不 生产 产品 甲 和 乙 ， 决 定 出 租 所 有 设备 用 于 接收 外 加 工 ， 只 收 加 工 
费 ， 那 么 需要 对 4 种 设备 每 人 台 时 的 租金 进行 估价 ? 
在 市 场 竞争 的 时 代 ， 厂 长 的 最 佳 决策 显然 要 符合 下 面 两 条 : 
(1) 不 吃亏 原则 。 即 4 种 设备 相应 的 台 时 所 赚 得 的 利润 不 能 低 于 加 工 每 件 甲 、 乙 产品 
所 获 利润 。 由 此 原则 ， 便 构成 了 新 规划 的 不 等 式 约束 条 件 。 
(2) 竞争 性 原则 。 即 在 上 述 不 吃亏 原则 下 ， 尽 量 降 低 总 台 时 的 费用 ， 以 便 争 取 更 多 用 


Fs 
如 用 y, ，y,，y3，Y4 分 别 表示 设备 4，B,，C, D 每 台 时 的 估价 ， 则 可 建立 如 下 的 数学 
模型 : 


minf=12y,+8y,+16ys3+12Yy, 
yi1+2y;+4y;+0Yya 三 3 
S. t. +372 十 073 +474 三 2 (2-2 ) 
1， y2, 3, y4>0 
可 得 最 优 方案 为 y=0, y=1, y= 地 ,4=0 


即 : 设备 4，B,，C, D 每 台 时 的 估价 分 别 为 : 0，1，1/4,，0( 单 位 : 千 元 )。 

这 种 从 两 个 不 同 角度 来 考虑 同一 个 工厂 的 最 大 利润 (最 小 租金 ) 问题 时 ， 相 应 建立 的 
两 个 线性 规划 模型 就 是 一 对 对 偶 问 题 ， 将 其 中 任 一 个 叫做 原 问 题 ， 则 另 一 个 就 叫做 对 偶 问 
题 。 

下 面 为 叙述 方便 ， 把 模型 (2-1 ) 称 为 原 问题 ， 模 型 (2-2 ) 称 为 对 偶 问 题 。 可 观察 出 这 两 
个 数学 模型 之 间 具 有 如 下 关系 : 

(1) 原 问 题 是 求 最 大 值 ， 而 对 偶 问 题 是 求 最 小 值 ; 

(2) 原 问 题 的 约束 条 件 是 “ <” 型 的 ， 而 对 偶 问 题 的 约束 条 件 是 “三” 型 的 ，; 

(3) 原 问 题 有 2 个 变量 4 个 约束 条 件 ， 而 对 偶 问题 有 4 个 变量 2 个 约束 条 件 ; 

(4) 原 问题 的 目标 函数 中 的 第 i 个 变量 的 系数 是 对 偶 问 题 的 第 i 个 约束 条 件 右 端 常数 
项 ; 

(5) 原 问题 的 第 ;个 约束 条 件 右 端 常数 项 是 对 偶 问 题 的 目标 函数 中 的 第 ;个 变量 系数 ; 

(6) 原 问 题 约束 条 件 的 系数 矩阵 的 转 置 是 对 偶 问 题 的 约束 条 件 的 系数 和 矩阵。 
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2.1.2 ”对偶 问 题 的 数学 模型 
1. 对 称 形式 的 对 偶 问题 


设 原 线 性 规划 问题 为 
max Z=er% tN NX 
QI1%1 十 Qi2X2 十 … 十 Qi Sb) 
i, 
CE) QIXI 二 QipX2 二 十 QiX Sb, 
有 257 0 
则 定义 它 的 对 偶 问 题 为 
| minW=b,y,+b3y + +b,y, 
QV tavys t+tan yn 
(D) s.t. 


Qiny1+Q2ny2 十 十 Qmnym 之 C 


下 
ys 2 ，…，yn 二 0 


则 称 问 题 (2-3 ) 和 (2-4 ) 为 一 对 对 称 形式 的 对 偶 问 题 。 用 和 矩阵 分 别 表示 为 


maxZ=CX 
4X sb 
(P) s. t. | 
天 三 0 
minW= Yb 
YA=C 
(D) 久生 | 
Y=0 


式 中 : Y=(y,，y,，…，y。,) ， 其 余 符号 同 第 1 章 中 的 介绍 。 
2. 非 对 称 形式 的 对 偶 问题 
(1) 原 问题 中 含 “ 三 "形式 的 约束 条 件 。 
设 原 问题 为 
max Z=cXI+C,X2+" "+ X, 
CIIXI+QiX2 十 … 十 QiX Db 


GN FA N ty, Sb 


QnlXI 二 QiDX2 十 二 OCX Sb, 


Xi Vs 0 


(2-3) 


(2-4) 


(2-5) 


(2-6) 


(2-7) 


只 需 将 第 1 个 约束 条 件 的 两 端 同 乘 -1， 即 可 将 它 变 成 “< ”的 形式 ， 则 原 问题 变 为 


max Z=cx| +c xX, + +C, %, 
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一 QHXI 一 12X2 一 … 一 Gingn Sb 
Col%l1 十 QozaW2 十 … 士 02 X Sb, 
St (2-8) 


XI1 二 QuX2 二 十 YX, Sb, 


mn 用 


nl 
Wis Ws "sy 0 
按照 对 称 形式 的 对 偶 问 题 定 义 ， 可 得 (2-8) 的 对 偶 问 题 为 


minW = -by +b2y2 + + 


WAT AR 


i (2-9) 
一 Qinyi 二 Ganyaz 十 … 十 Qmnym 之 Cn 
is Ws 0 
在 式 (2-9) 中 , 令 y=-y,， 则 有 
minW=b,y", +b, ys +" +b,y,, 
CI17 1 ta yt ta yn 过 Ci 
se (2-10) 


s. t, 
Qn 1 十 Qany2 十 "十 Qnrnym 之 Cn 


yi10 ，y ，…，y 0 
式 (2-7) 和 式 (2-10) 构 成 一 对 对 偶 问 题 。 可 见 ， 当 原 问 题 的 约束 条 件 是 “= "形式 的 ， 
则 对 偶 问 题 中 对 应 的 变量 符号 是 “和 0” 的 。 
(2) 原 问 题 中 含 “ = "形式 的 约束 条 件 。 
设 原 问 题 为 
max Z=c1%) 十 C2X2 十 … 填 CX， 
QnXi ta Xt +a, x, =b) 
QnXit+a Xs t+: +a X, Eb, 
(2-11) 
QiX1+ar Nat ton eb, 
XA Wa V0 
只 需 将 第 1 个 约束 条 件 分 解 成 两 个 不 等 式 约束 条 件 ， 则 原 问 题 变 为 
max Z=c1%)+C2%Xy + *+C, NX, 
CI11X1 十 Q12MX2 十 … 十 QinX Sb 
一 CT 和 "0% Sb 
Ca21X1 十 Q22%2 十 … 二 02 X Sb, (2-12 ) 
anmXitamX2 t+" ta Sb, 


Wi Nas 
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按照 对 称 形式 的 对 偶 问 题 定 义 ， 可 得 式 (2-12) 的 对 偶 问 题 为 
minW=by, -01y+b,y2 + +b Yn 
QV -ONY tA)y2 t+ta Yn Cl 


Cay -oy tany2 tommy ne 
》， 1， 》2， 9 yw 过 0 
在 式 (2-13) 中 ,， 令 y =y-y， 则 可 知 y" 没有 符号 约束 ， 同 时 (2-13 ) 可 变 为 
minW=b1y", 二 by2z 十 '… 十 bnyn 


1 
QHY 11+) +t" ta Yn 之 Cl 


世族 


Qiny 1 十 Qany2 十 "十 Ym 之 Cr 


mn 


yi Ws 5 Yn 


式 (2-11) 和 式 (2-14) 构 成 一 对 对 偶 问题 。 可 见 ， 当 原 问题 的 约束 条 件 是 “ = 


则 对 偶 问 题 中 对 应 的 变量 符号 是 无 约束 的 。 


(2-13 ) 


(2-14) 


”形式 的 ， 


综 上 所 述 ， 可 将 各 类 约束 条 件 下 的 原 问 题 和 对 偶 问 题 的 对 应 关系 整理 如 表 2-2 所 示 。 


表 2-2 对 偶 关 系 对 应 表 
原 问 题 (或 对 偶 问 题 ) 对 偶 问题 (或 原 问题 ) 
目标 函数 maxZ 目标 函数 minW 
n 个 n 个 
=0 “三 "形式 
三明 4 
要 1. <" 形 式 
无 约束 “二 
m 个 m 个 
“之 ”形式 <0 
9 2 后 
约束 < 形式 变量 a 
=” 形 式 无 约束 
约束 条 件 右 端 项 目标 函数 中 变量 的 系数 
约束 条 件 的 系数 矩阵 约束 条 件 的 系数 矩阵 的 转 置 
目标 函数 中 变量 的 系数 约束 条 件 右 端 项 
【 例 1】 写 出 下 列 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 。 
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线性 规划 的 对 偶 理论 
(1 ) maxZ =—2x,—3x,+4x; (2) maxZ =3x+2%, —5 x +X 
2%x1+3%, ~5%, =2 


4x1+ %,—3x3+2%x4 三 5 
3x1+ x+7x3 3 


3x1—2x,+7x 4 
§. t 
—xX1+4x,+6x; 三 3 


—2x1+ 3X2+4X3+ X4 =6 
2 wy 0) Xi 三 0 ，x,，%; 宇 0 ，xs 无 约束 
解 : (1) 首先 将 原 问题 变形 为 对 称 形式 。 


maxZ =—2x|—3%x,+4x, 


—2x—3x,+5%x3 夺 一 2 


1 
3x1+ %2+7 和 3 天 3 # 
St 
%1—4x%,—6%3 扩 ~5 <—ys 


Vi Kos W320 
则 由 对 称 形式 的 对 偶 问 题 的 对 应 关系 可 得 ， 原 问题 的 对 偶 问题 为 
minW=—2y,+3y,—5Y3 
-2y.+3y2+y3 宇 -2 
—3y1+y;—47y3 宇 -3 
S7y1i+7y 一 073 三 4 
y1, y2, y3=0 
(2) 由 上 表 2-2 列 出 的 对 应 关系 ， 可 得 原 问题 的 对 偶 问 题 。 
minW=5y,+4y,+067y; 
4y1+3y,—2y; 3 
yi— 2y,+3y, 宇 2 
s. t. 1-371+ 473 三 -5 
2y1+772+ y3=1 


yi10, y=0, ys 无 约束 
2.2 线性 规划 的 对 偶 理论 


线性 规划 的 对 偶 理 论 主 要 包括 下 述 几 个 定理 ， 为 了 讨论 的 方便 ， 在 此 仅 以 对 称 形 式 的 
对 偶 问 题 : 


maxZ=CX 


minW= Yb 
原 问 题 (P): Me is b 对 偶 问 题 (D): 1 {YC 
XX 三 0 Y=0 
为 例 来 证 明 有 关 定 理 。 所 有 这 些 结论 对 非 对 称 形式 的 对 偶 问 题 也 成 立 。 
定理 1( 对 称 性 定理 ) 


对 偶 问 题 的 对 偶 是 原 问 题 。 
根据 对 称 形 式 的 对 偶 问题 的 对 应 关系 ， 该 定理 的 结论 是 显然 的 。 


71 


第 2 章 线性 规划 的 对 偶 理论 与 灵敏 度 分 析 


定理 2( 弱 对 偶 性 定理 ) 设 闷 和 六 分 别 是 问题 (P) 和 (了 ) 的 可 行 解 ， 则 必 有 
Cx < yb 即 ， Pa < Pom 


证 明 : 由 和 了 分 别 是 问题 (P) 和 (D) 的 可 行 解 ， 可 得 
AX" < b, X=0; Y'A=C, Y=0 

由 矩阵 理论 可 得 YAX" < yb; YAX CX 
即 CR SYAT SE YE 
由 定理 2 可 得 下 面 2 个 推论 : 

推论 1 原 问 题 (P) 的 任 一 可 行 解 的 目标 函数 值 是 其 对 偶 问 题 (D) 的 目标 函数 值 的 下 
界 ; 反之 ， 对 偶 问 题 (D) 的 任 一 可 行 解 的 目标 函数 值 是 其 原 问 题 (P) 的 目标 函数 值 的 上 
界 。 

推论 2 ”在 一 对 对 偶 问 题 (P) 和 (也 ) 中 ， 知 其 中 一 个 问题 可 行 但 目标 函数 无 界 ， 则 另 
一 个 问题 无 可 行 解 ; 反之 不 一 定 成 立 。 

证 明 :( 反 证 法 ) 设 原 问题 (P) 可行 但 目标 函数 无 界 ， 对 偶 问 题 (D) 有 可 行 解 疗 ， 则 根 
据 定 理 2 知 ，7Y?b 应 为 问题 (已 ) 的 一 个 上 界 ， 这 与 假设 矛盾 ! 

【 例 2】 已 知 原 问 题 及 其 对 偶 问 题 分 别 为 


maxZ =3x|+3%, minW=—y, -—y, 
—xi+x, -1 -yi+ya 三 3 
s. t. 1xI—x, -1 s. t. 4171-Y; 二 3 
2 V0 y1, ys0 


显然 ， 原 问题 和 对 偶 问 题 都 无 可 行 解 。 

定理 3( 最 优 性 判别 定理 ) ”如 果 XY 是 原 问题 (P) 的 可 行 解 ，Y 是 其 对 偶 问 题 (D) 的 
可 行 解 ， 并且 CX =Y 关 bp， 则 对， 分 别 是 原 问题 (P) 和 对 偶 问题 (D) 的 最 优 解 。 

证 明 : 根据 定理 2， 对 原 问 题 (P) 的 任 一 可 行 解 ,都 有 CX< 阅 5， 而 CX? = Yb5， 则 
对 原 问题 (P) 的 任 一 可 行 解 X， 都 有 CX CX”"。 原 问题 (P) 的 目标 是 最 大 化 ， 因 此 名 是 
原 问题 (P) 的 最 优 解 。 同 理 可 证 丈 是 对 偶 问题 (D) 的 最 优 解 。 

定理 4( 强 对 偶 性 定理 ) ”车 原 问题 (P) 及 其 对 偶 问 题 (D) 均 具有 可 行 解 ， 则 两 者 均 具 
有 最 优 解 ， 且 它们 最 优 解 的 目标 函数 值 相等 。 

证 明 : 设 疗 ，Y 分 别 是 原 问 题 (P) 和 对 偶 问 题 (D) 的 可 行 解 ， 则 根据 定理 2 的 推论 1 
可 知 ， 对 问题 (P) 的 任 一 可 行 解 X， 都 有 CX < Yb5， 即 对 于 目标 最 大 化 的 问题 (P)， 其 目 
标 函 数值 有 上 界 ， 故 必 有 最 优 解 。 同 理 对 问题 (D) 的 任 一 可 行 解 Y， 有 光宇 CX”， 即 对 于 
目标 最 小 化 的 问题 (D) ， 其 目标 函数 值 有 下 界 ， 故 必 有 最 优 解 。 

下 设 X 是 原 问 题 (P) 的 最 优 解 ， 对 应 的 最 优 基 为 B， 则 此 时 ， 所 有 的 非 基 变量 的 检 
验 数 为 rv=Cv-CsB-VN<0， 基 变量 的 检验 数 go;=Cs-CsB”"B=0， 则 有 C-CsB"'4<0， 即 
C<CoB 4 令 了 =CoB ， 就 有 六 4=CoB 4>C， 即 六 是 对 偶 问 题 ( 疡 ) 的 可 行 解 ， 且 
此 时 到 = 大 0=CB-0。 

又 因为 X* 是 原 问题 (P) 的 最 优 解 ， 所 以 
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这 天 案 ee 1 
Z=CX =(C, C,) 0 =C,X,” =C,B'b 


即 有 Z=CX" =CsB"1b=Y"b=W 

则 由 定理 3 知 ，Y* 是 对 偶 问 题 (D) 的 最 优 解 ， 且 原 问题 和 对 偶 问 题 的 最 优 目 标 隐 数 
值 相等 。 

综 上 所 述 ， 原 问题 与 对 偶 问 题 的 解 的 关系 如 表 2-3 所 示 。 


表 2.3 原 问题 与 对 偶 问 题 的 解 的 关系 
| 对 人 是 
有 最 优 解 有 最 优 解 
无 界 解 | 无 可 行 解 


无 可 行 解 无 界 解 或 无 可 行 解 


定理 5( 互补 松弛 性 定理 ) ” 设 X， 六 ”分别 是 原 问 题 (P) 和 对 偶 问 题 (D) 的 可 行 解 ， 则 
它们 分 别 是 最 优 解 的 充 要 条 件 是 
YoX =0 
We 
式 中 : X,,， 了 Y 分别 为 问题 (P) 和 (也 ) 的 标准 型 中 的 松弛 变量 和 剩余 变量 。 
证 明 : 设 原 问题 (P) 和 对 偶 问 题 (了 ) 的 标准 型 为 


maxZ = CX mmnmW=Yb.， 
AX+X.=b YA-Y.=C 
和 人 X=0 > 人 并 =0 
将 C=Y4-Y, 代入 原 问 题 的 目标 函数 表达 式 ，b=AX+X, 代入 对 偶 问 题 的 目标 函数 表达 式 ， 
则 有 Z=CX=(YA-Y.)X=YAX-Y.X 


W=Yb=Y( AX+X,)= YAX+YX, 
车 YX .=0 且 Y=0， 则 CX”=4X ”=Yb5， 由 定理 3 可 知 ，，F 分 别 为 (P) 和 
(DD) 的 最 优 解 。 
又 着 入 ，7 分 别 为 (P) 和 (DD) 的 最 优 解 ， 则 由 定理 4 可 知 : 
Z=CX" =Y AX -YX =W=Y AX +YX, 
所 以 有 YX.=0 且 YX =0。 
互补 松弛 性 定理 又 称 松紧 定理 ， 它 描述 了 一 对 对 偶 问 题 达到 最 优 时 ， 原 问题 (或 对 偶 
问题 ) 变量 的 取 值 与 对 偶 问 题 (或 原 问题 ) 约束 的 松紧 性 之 间 的 关系 。 同 时 可 以 看 到 ， 该 定 
理 还 提供 了 一 种 求解 线性 规划 问题 的 新 方法 ， 即 已 知 原 问 题 ( 或 对 偶 问 题 ) 的 最 优 解 求 对 
偶 问 题 ( 或 原 问题 ) 的 最 优 解 的 方法 。 
利用 下 述 关 系 : 
(1) 原 问题 (或 对 偶 问 题 ) 的 某 个 变量 大 于 0， 则 对 偶 问题 (或 原 问题 ) 对 应 的 约束 是 等 
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式 约束 。 
(2) 原 问题 (或 对 偶 问题 ) 的 某 个 约束 是 严格 不 等 式 约束 ， 则 对 侦 问题 (或 原 问题 ) 对 
应 的 变量 为 0。 
建立 对 偶 问题 (或 原 问题 ) 的 约束 线性 方程 组 ， 方 程 组 的 解 即 为 最 优 解 。 
【 例 3】 已 知 下 列 线性 规划 的 最 优 解 是 X" =(6，2，0) ， 求 其 对 偶 问题 的 最 优 解 。 
maxZ =3x1+4x, 十 X3 
xi1+2x,+X3 硅 10 
s. t. 42%1+2x,+%x3 16 
Xi 二 0， j=1, 2 3 
解 : 该 问题 的 对 偶 问题 为 
minW= 10y,+106y;, 
yi1+2y, 宇 3 
2y1+2Yy, 宇 4 
yit+ys 宇 1 
y1, Y=0 
设 对 偶 问题 最 优 解 为 Y* =(y,，y,)， 因 为 xi? =6>0， x =2>0 ， 所 以 由 互补 松弛 性 定 
理 ， 有 
yi+2y =3 
> +27y; =4 
解 此 线性 方程 组 得 my =1, y,=1， 从 而 对 偶 问题 的 最 优 解 为 Y* =(1，1) 。 
定理 6 设 原 问题 (P) 和 对 偶 问 题 (D) 的 标准 型 分 别 为 


maxZ=CX minW= Yb 
AX+X.=b YA-Y.=C 
s.t. S. t. 
X, XX 二 0 Y, Y=0 


则 原 问题 的 单纯 形 表 中 检验 数 的 相反 数 对 应 着 对 偶 问 题 的 一 个 基 解 。 其 对 应 关系 见 表 
2-4。 


从 Xy 高 
9 anw=Cnw-CoBN -CsB-' 
-Y, 一 了 > _y 


其 中 : Y, ，Y 分 别 对 应 原 问题 中 基 变 量 Ye 和 非 基 变量 Xw 的 剩余 变量 。 
证 明 : 设 原 问题 的 约束 条 件 矩 阵 为 4=(B , N)， 其 中 B 为 可 行 基 ， 则 原 问 题 可 写 为 
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maxZ =CpXp+CyXy 
BXs+NXv+X.=b 


i 
则 对 偶 问 题 可 相应 表示 如 下 : 
minW= 7 
YB-Y,=C; 
8. t. 4YN-—Y, =C, 
¥, Ys Ys0 


(2-15) 
(2-16) 


当 原 问题 求 得 解 =B 2 时， 相应 的 检验 数 为 rcv=Cv-CaB-N 和 -CB 。 


令 Y=CsB""， 将 其 代入 式 (2-15) 、(2-16) ， 可 得 
7, =0 
-了 ,=Cv -CoB-IN 


下 面 看 一 个 具体 例子 。 


【 例 4】 求解 下 列 2 个 互 为 对 偶 关 系 的 线性 规划 问题 。 


InaxXZ 三 2X1 十 %o 


[证 毕 


minW= 15y,+24y,+5y; 


S%;+%3=15 
6x1+2x,+x4 =24 
SS. S5 起 
Xi 十 wa +%s =5 


xi 0，i=1，2，…，5 


y; 宇 0, i 


6ys+y3—y4=2 


5y1+2ys+y3—ys =1 


解 : 分 别 用 单纯 形 法 求解 上 述 2 个 规划 问题 ， 得 到 最 终 单纯 形 表 如 表 2-5 所 示 。 


表 2-5 原 问 题 的 最 优 单纯 形 表 


2 1 0 


原 问题 的 变量 原 问 题 的 松弛 变量 


观察 表 2-5 和 表 2-6， 可 知 ; 

(1) 原 问 题 与 其 对 偶 问 题 的 变量 与 解 的 对 应 关系 为 ， 在 单纯 形 表 中 ， 原 问题 的 松弛 变 
量 对 应 对 偶 问 题 的 变量 ， 对 偶 问 题 的 剩余 变量 对 应 原 问题 的 变量 。 

(2) 当 原 问 题 达 到 最 优 时 ， 原 问题 的 松弛 变量 检验 数 的 相反 数 即 为 对 偶 问 题 的 最 优 
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表 2-6 对 偶 问 题 的 最 优 单纯 形 表 
对 偶 问 题 的 变量 对 偶 问 题 的 剩余 变量 
15 24 5 0 0 0, 
by 丈 c, y 人 作 ys ys 
24 ya 1/4 -4/5 1 0 -1/4 1/4 
5 ys 1/2 15/2 0 1 ly2 =3/2 
-多 -17/2 15/2 0 0 7/2 3/2 


注 : 表 2-6 是 以 目标 最 小 化 为 标准 形式 的 单纯 形 法 迭代 结果 


2.3 ”对 偶 问 题 的 最 优 解 的 经 ; 


2.3.1 影子 价格 的 定义 
考虑 如 下 的 对 称 性 对 偶 问 题 : 


maxZ =CX minW= Yb 
原 问题 (P): AX<b 对 偶 问 题 (D): YA=C 
~ (x=0 ~ [Y=0 


设 半 =x， = ) 分 别 为 原 问 题 和 对 偶 问题 的 最 
优 解 ， 则 由 定理 4 可 知 : 


A -> C 和 b :y, 
则 由 微分 学 的 知识 可 知 ， 在 其 他 条 件 都 不 变 的 情况 下 ， 当 某 个 常数 项 b, 发 生 微小 变 
化 ,目标 函数 值 的 变化 可 表示 为 


ey (i=1, 2, :…, m) 

这 表明 ， tin dt ld mR 
优 目标 函数 值 就 增加 (或 减少 )y” 。 由 此 可 见 ， 对 偶 变 量 的 最 优 值 y” 可 作为 对 一 个 单位 的 
第 i 种 资源 在 实现 最 大 利润 时 所 起 作用 的 一 种 估价 。 注 意 到 这 种 估价 并 不 是 它 的 市 场 销售 
价格 ， 而 是 在 一 定 的 特定 条 件 下 ， 资 源 对 最 优 目标 所 产生 的 边际 作用 。 

定义 1 在 一 对 对 偶 问 题 (P) 和 (D) 中 ， 若 问题 (P) 的 某 个 约束 条 件 的 右 端 项 常数 b 
(第 ;种 资源 的 拥有 量 ) 增 加 一 个 单位 时 ， 所 引起 目标 函数 最 优 值 Z* 的 改变 量 称 为 第 i 种 
资源 的 影子 价格 ， 其 值 等 于 问题 (D) 中 对 偶 变 量 y* 。 


2.3.2 影子 价格 的 经 济 意义 


(1) 影 子 价格 是 一 种 边际 价格 。 
在 其 他 条 件 不 变 的 情况 下 ， 单 位 资源 数量 变化 所 引起 的 目标 函数 最 优 值 的 变化 。 
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(2) 影 子 价格 是 一 种 机 会 成 本 。 

影子 价格 是 在 资源 最 优 利用 条 件 下 对 单位 资源 的 估价 ， 这 种 估价 不 是 资源 的 市 场 销售 
价格 ， 而 是 ， 铬 已 知 单位 第 i 种 资源 的 市 场 价格 为 s;,， 则 当 y; >s; 时 ,企业 可 买 进 这 种 资 
源 ， 单 位 获 利 为 yY -s;， 即 有 利 可 图 ; 如 果 y; <s;， 则 企业 可 卖 出 这 种 资源 ， 单 位 获 利 si- 
y;， 耕 则 ， 企 业 无 利 可 图 ， 甚 至 亏损 。 因 此 ， 从 这 个 角度 来 看 ， 它 是 一 种 机 会 成 本 。 

(3) 影 子 价格 是 可 变 的 。 

影子 价格 的 大 小 与 企业 的 技术 水 平 、 工 艺 及 管理 水 平等 有 关 ， 对 同一 个 企业 而 言 ， 当 
系统 状态 发 生变 化 时 都 可 能 会 引起 影子 价格 的 变化 。 

(4) 影 子 价格 可 以 说 明 互补 松弛 性 的 经 济 意义 。 

根据 互补 松弛 性 定理 ， 在 得 到 最 优 解 时 ， 若 某 种 资源 未 用 完 ( 即 该 约束 为 严格 不 等 式 
约束 ) ， 其 剩余 量 就 是 该 约束 中 松弛 变量 的 值 ( 即 松弛 变量 的 值 大 于 0) ， 则 该 资源 的 影子 
价格 一 定 为 0。 这 说 明 ， 在 得 到 最 优 解 时 ， 该 资源 还 有 剩余 ， 继 续 买 进 这 种 资源 是 不 会 带 
来 任何 效益 的 ; 反之 ， 若 某 种 资源 的 影子 价格 大 于 0， 这 表明 该 种 资源 在 生产 中 已 耗费 完 
( 即 该 约束 为 等 式 约 束 ) ， 继 续 买 进 这 种 资源 是 会 带 来 一 定 效益 的 。 

(5) 影 子 价 格 可 解释 单纯 形 表 中 检验 数 的 经 济 意义 。 


单纯 形 表 中 的 检验 数 为 : c = 。 - CoB-!P =o - 也 ayy,， 其 中 6 表示 第 j 种 产品 的 价 


值 系数 ; > ajy, 表示 生产 该 种 产品 所 消耗 的 各 种 资源 的 影子 价格 的 总 和 ， 即 产品 的 隐 含 
成 本 。 

由 于 资源 有 限 ， 当 安排 生产 某 产品 时 ， 就 必然 会 使 其 他 产品 减产 甚至 不 生产 ， 因 此 只 
有 当 价值 系 数 大 于 隐 含 成 本 时 ， 即 w>0， 表 明生 产 该 产品 有 利 ， 可 在 计划 中 安排 ; 否则 
不 能 安排 生产 该 产品 ， 而 用 这 些 资源 生产 其 他 产品 会 更 有 利 。 

影子 价格 的 经 济 意 义 ， 使 得 它 在 经 济 管理 中 的 应 用 非常 广泛 ， 因 此 它 也 越 来 越 受 到 人 
们 的 重视 。 


2.4 对 偶 单 纯 形 法 


2.4.1 对 偶 单纯 形 法 的 基本 思路 


对 偶 单 纯 形 法 是 根据 对 偶 原理 和 单纯 形 法 的 原理 设计 出 来 的 ， 是 求解 线性 规划 的 一 种 
方法 ， 而 不 是 求解 对 偶 问 题 的 单纯 形 法 。 
在 2.2 节 中 讨论 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 变量 与 解 之 间 的 对 应 关系 时 指出 : 在 原 问题 的 单 
纯 形 表 中 ,，& 列 对 应 的 是 原 问 题 的 基 可 行 解 ， 而 检验 数 行 对 应 的 是 对 偶 问题 的 基 解 。 通 过 
迭代 ， 当 检验 数 行 得 到 的 对 偶 问 题 的 基 解 也 是 可 行 解 时 ， 根 据 对 偶 理 论 可 知 ， 原 问题 与 对 
偶 问 题 都 达到 最 优 解 。 根 据 对 偶 问题 的 对 称 性 ， 也 可 以 这 样 考虑 : 若 保持 对 偶 问 题 的 解 是 
基 可 行 解 ， 即 oy=cy-CsB"'N<0， 而 原 问 题 在 非 可 行 解 ( 即 至 少 存在 某 个 (B85b)',<0) 的 
基础 上 ， 通 过 和 迭代 达到 基 可 行 解 ， 这 样 也 可 得 到 最 优 解 。 这 就 是 对 偶 单纯 形 法 的 基本 
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思路 。 
单纯 形 法 与 对 偶 单纯 形 法 在 基本 思路 上 的 主要 区 别 是 : 
(1) 单 纯 形 法 是 在 保证 原 问题 的 可 行 性 条 件 ( 即 B-10>0) 下 ,让 ow=cw-CsB"'N 由 有 
正 分 量 逐 渐变 为 所 有 分 量 小 于 或 等 于 0( 即 检验 数 行 得 到 的 是 对 偶 问 题 的 基 可 行 解 ) ; 而 对 
偶 单纯 形 法 是 在 保证 原 问题 的 最 优 性 条 件 ( 即 o、<0) 下， 让 原 问题 的 解 由 不 可 行 变 为 可 
行 的 ( 即 让 8-16 由 有 负 分 量 逐 渐变 为 所 有 分 量 大 于 或 等 于 0) 。 

(2) 单 纯 形 法 的 初始 解 是 基 可 行 解 ， 对 偶 单 纯 形 法 的 初始 解 虽 是 基 解 ， 但 是 不 可 行 ， 
而 且 在 o、<0 时 ， 不 需要 引入 人 工 变量 ， 就 可 进行 基 变换 ， 使 得 计算 被 大 大 简化 。 


2. 4.2 ”对 偶 单 纯 形 法 的 计算 步骤 


(1) 根 据 线性 规划 问题 ， 列 出 初始 对 偶 单 纯 形 表 ,， 2 列 的 数字 可 以 不 是 非 负 的 , 但 检 
验 数 全 部 要 求 非 正 。 

(2 ) 确定 换 出 变量 。 

车 4b 列 的 数字 全 部 都 是 非 负 的 ， 则 已 得 问题 的 最 优 解 ,停止 计算 ; 车 5b 列 的 数字 中 有 
负数 b'， 且 好 所 在 行 的 各 变量 的 系数 a'; 宇 0， 则 问题 无 可 行 解 ， 停 止 计算 ; 如 4 列 的 数 
字 中 有 负数 b',, 但 b'; 所 在 行 的 各 变量 的 系数 oj 不 全 非 负 ， 则 可 按 规则 min{ 14'<0} = 
0 确定 对 应 的 基 变 量 x 为 换 出 变量 ， 转 入 下 一 步 。 

(3 ) 确定 换 入 变量 。 

在 对 偶 单 纯 形 表 中 ， 为 了 保证 得 到 的 对 偶 问 题解 仍 为 可 行 解 ， 故 仍 需 ww 和 0， 则 按 

9=mi| Sle,<0] = 
所 对 应 的 列 的 非 基 变量 x, 为 换 入 变量 , 转 人 下 一 步 。 

(4) 以 a"; 为 主 元素 ， 用 同 于 单纯 形 法 的 主 元 变换 ， 在 表 中 进行 迭代 运算 ,得 到 一 个 
新 的 对 偶 单 纯 形 表 。 转 入 步骤 (2)。 

【 例 5】 用 对 偶 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 


minZ =9x1+12x,+15x; 


2x1+2x,+x3 宇 10 
2x1+3x,+x;3 宇 12 
x1+x,+5x3 三 14 
元 0 1 2 3 
解 : 先 将 模型 转化 为 标准 形式 ， 再 在 约束 方程 的 两 端 同 乘 -1， 则 可 得 
maxZ =—9x,—12x,—15x; 
一 2Xi 一 2X2 一 %3 十 %4 = 一 10 
—2x1—3x;—x3 +Xs 二 一 12 
Sy —X1 一 X2 一 9X3 +%xe =—14 
0 t=1, 2, -6 
建立 此 问题 的 初始 对 偶 单纯 形 表 ， 如 表 2-7 的 第 一 部 分 所 示 。 
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对 偶 单纯 形 法 


第 一 次 欠 代 ， 因 min{b,,b,, ba} =min{-10，-12，-14} 
量 。 又 因为 0=min(= 
l= 


9 


—12 


1” 


-14， 所 以 选 x。 为 换 出 变 
时 ， 汇 )= 汪 =3， 所 以 选 « 为 换 入 变量 ， 则 主 元 素 为 所 在 


的 行 与 x 所 在 的 列 的 交叉 元 素 cs =-5， 作 主 元 变换 ， 结 果 如 表 2-7 的 第 二 部 分 所 示 。 
由 表 2-7 的 第 二 部 分 可 见 ， 对 偶 问题 仍 可 行 ( 即 检验 数 都 小 于 或 等 于 0)， 但 5 列 的 数 
字 中 仍 有 负数 ， 故 重复 上 述 迭 代步 怠 ， 结 果 如 表 2-7 的 第 三 、 四 部 分 所 示 。 


表 2-7 
站 .本 -12 -15 0 0 0 
Cy Xs b Xi 区 wa Ka xs 必 We 
0 类 -10 -2 -2 -1 1 0 0 
0 六 _12 -2 -3 要 0 | 0 
0 天 _14 1 [5] 0 0 1 
7 0 -9 -2 | -15 0 0 0 
0 _9/(-1) | -12/(-1) | -15/(-5) = = a 
0 | x | -36/5 | -9/5 -975 0 1 0 -175 
0 zs | -46/5 5 | Lm) 0 0 1 -175 
=15 | 而 |. 1/5 1/5 1 0 0 _175 
-2Z， 42 -6 -9 0 0 0 .3 
0 1-6/(-9/5) -9/(-14/5)| 一 入 | (LS) 
0 | x | -97 | [-9/14] 0 0 1 -9714 _1/14 
-2 | x | 237 | 9/14 1 0 0 -5714 1 1/14 
-15 | x | 15/7 1/14 0 1 二 0 1714 _3/14 
-2 501/7 | -3/14 0 0 
0 Exel -45/(-9) | -33/(-1) 
-9 | x 2 1 0 179 
-2 | 入 2 + 9 1 0 
| gy 2 0 0 
-2 72 0 0 | 


观察 上 述 最 后 一 个 表 可 知 , 列 的 数字 没有 负数 ， 检 验 数 全 部 非 正 ， 故 原 问 题 的 最 优 
解 为 X* =(2,，2,，2,，0,，0,，0)'， 最 优 值 为 Z* =72。 
如 该 问题 的 三 个 约束 条 件 的 对 偶 变 量 分 别 为 y ，y,，y;， 则 对 偶 问 题 的 最 优 解 为 : 


“ -|{ 工 
-人 


3 
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2.4.3 ”对偶 单 纯 形 法 的 进一步 说 明 


(1) 对 偶 单纯 形 法 是 求解 一 般 线 性 规划 的 一 种 方法 ， 而 不 是 求 所 给 问题 的 对 偶 问 题 的 
方法 。 

(2) 初始 对 偶 单 纯 形 表 中 一 定 要 满足 对 偶 问 题 可 行 ， 也 就 是 说 检验 数 要 求全 部 小 于 或 
等 于 0。 

(3) 对 偶 单 纯 形 法 与 普通 单纯 形 法 的 换 基 顺序 不 一 样 ， 普 通 单纯 形 法 是 先 确 定 换 入 变 
量 后 确定 换 出 变量 ， 对 偶 单纯 形 法 则 是 先 确定 换 出 变量 后 确定 换 人 变量 。 


(4) 普通 单纯 形 法 的 最 小 比值 是 ，min| :|a%>0} ， 其 目的 是 保证 下 一 个 原 问题 的 基 


本 解 可 行 ， 对偶 单纯 形 法 的 最 小 比 信 是 :9=min|[ 守 |og<0 ] ， 其 目的 是 保证 下 一 个 对 偶 问 


题 的 基 解 可 行 。 

(5) 对 偶 单 纯 形 法 在 确定 出 基 变 量 时 ， 若 不 遵循 b=min{b11 4b',<0} 规则， 任 选 一 个 
小 于 零 的 5! 对 应 的 基 变 量 出 基 ， 并 不 影响 计算 结果 ， 只 是 迭代 次 数 可 能 不 一 样 。 

(6) 当 变 量 多 于 约束 条 件 时 ， 对 这 样 的 线性 规划 问题 ， 用 对 偶 单纯 形 法 计算 可 以 减少 
计算 工作 量 ， 因 此 对 变量 较 少 ， 而 约束 条 件 很 多 的 线性 规划 问题 ， 可 先 将 它 变 换 成 对 偶 问 
题 ， 然 后 用 对 偶 单纯 形 法 求解 。 

(7) 在 灵敏 度 分 析 及 求解 整数 规划 的 割 平 面 法 中 ， 有 时 需要 用 对 偶 单纯 形 法 ， 这 样 可 
使 问题 的 处 理 简化 。 

(8) 对 偶 单纯 形 法 的 局 限 性 主要 是 ， 对 大 多 数 线性 规划 问题 ， 很 难 找到 一 个 初始 可 行 
基 ， 因 而 这 种 方法 在 求解 线性 规划 问题 时 很 少 单独 应 用 。 


2.5 灵敏 度 分 析 


在 前 面 讨论 线性 规划 问题 时 ， 一 般 总 假定 a; ，c;，。; 都 是 常数 。 但 实际 生产 中 这 些 系 
数 有 时 很 难 确定 ， 因 此 只 能 根据 经 验 或 历史 数据 给 出 它们 的 估计 值 或 预测 值 。 同 时 这 些 系 
数 还 是 不 断 变化 的 ， 如 果 按 照 初始 的 估计 值 制定 了 最 优 的 方案 ， 而 在 计划 实施 前 或 实施 
中 ， 许 多 相关 条 件 发 生 了 变化 ， 则 决策 者 就 会 关心 目前 执行 的 方案 还 是 不 是 最 优 的 ， 如 果 
不 是 最 优 的 ， 该 如 何 修改 原 订 的 方案 。 更 进一步 ， 为 了 所 谓 “ 计 划 不 如 变化 快 ”， 决 策 者 
希望 预先 了 解 ， 当 各 种 因素 变化 时 ， 应 该 如 何 作出 反应 。 综 上 所 述 ， 就 是 要 解决 下 列 两 个 
问题 

(1) 当 系数 a;，c;，b; 中 有 一 个 或 几 个 发 生变 化 时 ,已 求 得 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 
(或 最 优 基 ) 还 是 不 是 最 优 的 ? 

(2) 系 数 a;，c,， 4b; 在 什么 范围 内 变化 时 ， 线 性 规划 问题 的 最 优 解 (或 最 优 基 ) 不 变 。 

上 述 两 类 问题 就 是 灵敏 度 分 析 问 题 。 

显然 ， 当 系数 oj ，c;，b; 中 某 一 个 或 几 个 系数 发 生变 化 后 ， 原 来 已 得 结果 一 般 会 发 
生变 化 。 当 然 可 以 用 单纯 形 法 重新 再 计算 ， 以 得 到 新 的 最 优 解 。 但 这 样 做 不 仅 很 及 烦 ， 
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而 且 也 没有 必要 。 在 单纯 形 法 的 矩阵 描述 中 ， 我 们 已 看 到 单纯 形 法 迁 代 时 ， 每 次 运算 
都 与 基 矩 阵 妃 有 关 ( 可 见 表 1-15) ， 因 此 可 以 只 把 发 生变 化 的 个 别 系数 ， 经 过 一 定 计算 
后 直接 填 人 原 最 优 单纯 形 表 中 ， 再 进行 检查 和 分 析 ， 然 后 按 表 2-8 中 的 几 种 情况 进行 处 
理 即 可 。 


表 2-8 
原 问题 对 偶 问 题 绪论 或 继续 计算 的 步 又 
可 行 解 可 行 解 原 最 优 单纯 形 表 中 的 解 仍 为 最 优 解 
可 行 解 非 可 行 解 在 原 最 优 单纯 形 表 中 用 单纯 形 法 继续 迭代 
非 可 行 解 可 行 解 原 最 优 单 纯 形 表 中 用 对 侦 单 纯 形 法 继续 迭代 
非 可 行 解 非 可 行 解 引进 人 工 变量 ， 编 制 新 的 单纯 形 表 


以 后 为 了 讨论 的 简化 ， 总 假设 系数 的 变化 不 是 同时 的 ， 即 每 次 只 有 一 种 系数 中 的 某 一 
个 或 某 一 些 发 生变 化 ， 而 其 他 所 有 系数 都 保持 不 变 。 


2.5.1 单个 价值 系数 cj 的 变化 分 析 


下 面 就 。 分 别 是 非 基 变 量 和 基 变 量 的 系数 两 种 情况 来 讨论 。 

1. ci 是 非 基 变量 xi 的 系数 

由 表 1-15 可 知 ， 非 基 变 量 x 的 系数 e 发 生变 化 只 影响 它 自己 的 检验 数 ， 但 不 会 影响 
可 行 性 条 件 ( 即 B =0) 和 其 他 所 有 非 基 变量 的 检验 数 。 

因为 非 基 变 量 在 表 中 的 检验 数 是 

oj=c-CsB-P 
当 变化 Ac 时 ， 要 保证 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 解 不 变 ， 则 这 个 检验 数 仍 必须 小 于 或 竺 
于 零 , 即 
| 0'=c+Ac-CaB Pj=0,+Ac, <0 
则 Ac 的 可 变 范围 是 
Ac 和 CnB- 忆 -c=-Or 

当 Ac 的 变化 超出 上 述 范围 时 ， 即 有 o';>0， 故 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 解 就 不 再 是 
最 优 的 ， 此 时 要 选择 x 为 换 和 人 变量， 再 继续 用 单纯 形 法 迭代 以 求 出 新 的 最 优 解 。 

2.c, 是 基 变 量 w 的 系数 

由 表 1-15 可 知 ， 基 变量 w 的 系数 c; 发 生变 化 会 影响 所 有 非 基 变 量 的 检验 数 ， 但 不 会 


影响 可 行 性 条 件 。 
因为 所 有 非 基 变量 的 检验 数 为 


ayw=Cw-CsB-N 
当 c 变化 Ac, 时 ， 要 保证 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 解 不 变 ， 则 所 有 非 基 变量 的 检验 数 
仍 必 须 小 于 或 等 于 零 ， 即 
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Oo'w=Cy -C'sB 'N=Cy—- (Cg +ACs)B N=C, -CsB N -AcoB-N 
2, 0, Ac,, 0, 1**, 0)BN=ao -Aca’, 0 


=Oy 一 (0, 


则 Ac; 的 可 变 范围 是 


max 
1 la 


式 中 : 下 标 / 属于 与 非 基 矩阵 V 对 应 的 变量 的 下 标 集 合 。 


1 人 
lou>0| <Ac, <mi| 于 | au<0| o 
Gu 


当 Ac, 的 变化 超出 上 述 范围 时 ， 即 o'、 有 正 分 量 ， 故 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 解 就 不 再 是 
最 优 的 ， 此 时 要 按 max{o, | oj>0} 选择 换 入 变量 ， 再 继续 用 单纯 形 法 迭代 以 求 出 新 的 最 优 解 。 
已 知 某 线性 规划 问题 


【 例 6]】 


maxZ = 2% +3%, 


Xi1+2x, < 


<16 


s. t. 
4x, 三 12 


Ww 6 党 浊 
的 最 优 单纯 形 表 如 表 2.9 所 示 。 
表 2-9 
Ci 2 3 0 0 0 
Cp Xs b 和 Xa N3 % Xs 
2 x 4 1 0 0 1/4 0 
0 x 4 0 0 EE 1/2 1 
3 Ny 包 0 1 1/2 -1/8 0 
| 
-2Z —14 0 0 =3/2 —1/8 0 


如 基 变 量 ”% 的 系数 c, 变化 Ac, ， 问 当 Ac, 在 什么 范围 内 变化 时 可 保证 原 最 优 解 不 变 。 


解 : 由 题 意 ， 表 2-9 可 改 为 表 2-10。 


表 2-10 
Ci 2+Aci 芝 0 0 0 
Cp Kp b 2%i Ny N3 ey 和 
2+Aci Xl 4 1 0 0 1/4 0 
0 Ys 4 0 0 -2 172 1 
3 1 之 0 1 1/2 —1/8 0 
-2Z -14-4Ac, 0 0 -3/2 —Ac/4-1/8 0 


Cd 


82 


2.5 灵敏 度 分 析 


若 保 持原 最 优 解 不 变 ， 从 表 2-10 的 检验 数 行 可 见 应 有 


由 此 可 得 Ac, 的 变化 范围 为 


1 
Ac, 一 信 
即 x， 的 价值 系数 。 可 以 在 | 3 ，+e 之 间 变 化 ， 而 不 会 影响 原 最 优 解 。 
2.5.2 单个 资源 系数 b 的 变化 分 析 


由 表 1-15 可 知 ， 资 源 系数 包 发 生变 化 会 影响 可 行 性 条 件 ( 即 不 能 保证 B75 大 0)， 同 
时 会 影响 到 最 优 解 及 最 优 目标 值 ， 但 不 会 影响 最 优 性 条 件 ( 即 rwv=Cv-CsB-Ns0)。 
当 b, 变化 Ab, 时 ， 要 保证 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 基 不 变 ( 此 时 最 优 解 一 定 会 变 )， 
则 必须 使 B71b' 二 0， 即 
0 


B'b'’=B "(b+Ab)=B "b+B "Ab=B b+B"| Ab, |<0 


0 ai AD a 

如 记 : BAb,|=|a, Ab, |=Ab, a, 
0 Es 

an Ab, Qn 


则 Ab, 的 可 变 范围 是 


Dd ss Di 
me | i =a, min | “| 
当 Ab, 的 变化 超出 上 述 范 围 ， 即 87'b' 有 负 分 量 b', 时 ， 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 解 就 
不 再 是 最 优 的 ， 此 时 要 按 min{ 1 6b"',<0} 选择 换 出 变量 ， 再 用 对 偶 单纯 形 法 迭代 以 求 出 新 
的 最 优 解 。 
【 例 7】 在 例 6 中 要 保证 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 基 不 变 ， 求 第 一 个 约束 条 件 右 端 
的 资源 系数 b, 的 变化 范围 。 
解 : 利用 最 优 单纯 形 表 2-9 中 的 数据 ， 可 得 
AD， 4 0 1/4 0NVIAU 4 0 0 
wil | | | . | | 
儿 1/2 -l/s 0 八 0 2 1/2 0 


0 
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则 A 的 可 变 范围 是 
二 多 
oo 二 
2 
即 -4<Ab <2, 

再 由 4b,=8， 得 bb 的 变化 范围 是 [4，10] 。 

【 例 8】 设 例 6 是 一 个 合理 利用 三 种 资源 来 生产 产品 工 ， 开 的 问题 。 则 从 它 的 最 优 
表 ( 表 2-9) 可 知 ， 第 一 种 资源 的 影子 价格 为 1.5 元 ， 若 从 其 他 处 又 抽调 6 个 单位 的 第 一 种 
资源 用 于 生产 产品 工 ，I。 求 此 时 该 厂 生产 产品 工 ， 开 的 最 优 方案 。 

解 : 先 计算 BA ， 然 后 将 结果 反映 到 最 优 单纯 形 表 2-9 中 ， 得 表 2-11。 


<Ab,s min| -与 | 


0 1/4 0\/6\ /0 
BAb=| -2 1/2 | 0|1=| -12 
1/2 -1/8 0 八 0) 3 
表 2-il 

ci 2 3 0 0 0 
Cs 起 b x 和 Xa va xs 
2 Xi 4+0 1 0 0 1/4 0 
0 Xs 4-12 0 0 [-2] 1/2 1 
3 Eo 2+3 0 1 172 -1/8 0 
-2 -23 0 | 0 -3/2 -1/8 0 
0 一 一 (-3/2)/(-2) 一 一 


由 于 表 2-11 中 心 列 有 负数 ， 故 用 对 偶 单纯 形 法 求 新 的 最 优 解 。 计 算 结 果 见 表 2-12。 


表 2-12 
Ci 2 3 0 0 0 
| 

Cy Xs b wi bg CE Wa 及 

十 | 
2 i 4 1 0 0 1/4 0 
0 Xa 4 0 0 1 —1/4 [=172] 
3 区 3 0 1 0 | 0 1/4 

-Z -17 0 0 0 -1/2 -3/4 


即 该 厂 最 优生 产 方案 应 改 为 生产 4 件 产 品 工 , 3 件 产 品 耳 ， 获 利 Z* =17。 
从 上 表 还 可 看 到 x;=4, 说 明 第 一 种 资源 还 有 4 个 单位 未 被 利用 。 
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2.5.3 多 个 价值 系数 或 资源 系数 的 变化 分 析 


当 两 个 或 更 多 的 同一 种 系数 发 生变 化 时 ， 用 前 面 讨论 的 方法 进行 灵敏 度 分 析 显 然 不 合 
理 ， 为 此 ,下面 介绍 一 个 百 分 之 一 百 法 则 。 

设 保证 原 问 题 的 最 优 解 (或 最 优 基 ) 不 变 的 某 个 价值 系数 (或 资源 系数 ) 的 变化 范围 是 
区 间 [a , 5] ， 则 称 a ,5 分 别 为 该 系数 变化 的 E、 下 限 。 把 原 问 题 的 模型 中 该 系数 的 值 叫 
做 当前 值 ， 则 称 上 限 与 当前 值 的 差 为 该 系数 的 允许 增加 量 ， 称 当前 值 与 下 限 的 差 为 该 系数 
的 允许 减少 量 。 又 称 该 系数 实际 增加 量 (或 减少 量 ) 除 以 该 系数 的 允许 增加 量 ( 或 允许 减少 
量 ) 所 得 到 的 值 为 允许 增加 百分比 (或 允许 减少 百分比 ) 。 

价值 系数 的 百 分 之 一 百 法 则 : 对 于 所 有 变化 的 价值 系数 ， 当 其 所 有 允许 增加 百分比 和 
减少 百分比 之 和 不 超过 百 分 之 一 百 时 ， 最 优 解 不 变 。 

资源 系数 的 百 分 之 一 百 法 则 : 对 于 所 有 变化 的 资源 系数 ， 当 其 所 有 允许 增加 百分比 和 
减少 百分比 之 和 不 超过 百 分 之 一 百 时 ， 其 对 偶 价格 不 变 。 

注 : 对 偶 价 格 不 等 同 于 影子 价格 。 影 子 价格 是 当 约 束 条 件 右 端 常数 项 增加 一 个 单位 
时 ， 最 优 目标 函数 值 增加 的 数量 ;对 偶 价 格 是 当 约 束 条 件 右 端 常数 项 增加 一 个 单位 时 ， 最 
优 目标 函数 值 改进 的 数量 。 由 此 ， 在 求 目 标 函 数 的 最 大 值 问题 中 ， 增 加 的 数量 就 是 改进 的 
数量 ， 即 影子 价格 等 于 对 偶 价 格 ; 在 求 目 标 函 数 的 最 小 值 问 题 中 ， 改 进 的 数量 是 减少 的 数 
量 ， 即 影子 价格 等 于 对 偶 价 格 的 相反 数 。 

【 例 9】 在 例 6 中 如 x, 的 价值 系数 c, 由 2 变 为 1.8，x, 的 价值 系数 由 3 变 为 3.5， 
则 表 2-9 中 的 最 优 解 是 否 变化 ? 


解 : 例 6 已 得 到 ce， 可 以 在 [这 ,+%) 之 间 变 化 而 原 最 优 解 不 变 。 同 理 分 析 可 得 x, 的 价 


值 系数 c, 可 以 在 [0，4] 之 间 变 化 而 原 最 优 解 不 变 ， 则 有 
2-1.8 3.5-3 
= 4-3 

所 以 由 百 分 之 一 百 法 则 知 ， 原 最 优 解 不 变 。 


下 面 把 c, 和 c, 的 变化 反映 到 表 2-9， 并 重新 计算 检验 数 ， 可 得 表 2-13, 可 见 最 优 解 不 


=90% <100% 


Xo 

表 2-13 
ci 1.8 3.5 0 | 0 0 
EC | 入， b 2 x x EF xs 
1.8 和 4 1 0 0 1/4 0 
0 “s | 4 0 0 -2 1/2 1 
3.5 x 2 0 1 1/2 -1/8 0 
沁 -14.2 0 0 = 有 -0. 1/8 0 
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用 百 分 之 一 百 法 则 进行 灵敏 度 分 析 时 ， 要 注意 下 面 几 点 : 

(1) 当 允许 增加 量 (或 减少 量 ) 为 无 穷 大 时 ， 对 于 任何 一 个 实际 增加 量 ( 或 减少 量 ) ， 
其 允许 增加 (或 减少 ) 的 百分比 都 看 做 零 。 

(2) 百 分 之 一 百 法 则 不 能 用 来 讨论 当 价 值 系数 和 资源 系数 同时 变化 的 情形 。 遇 到 这 种 
情形 ， 须 把 改变 后 的 系数 带 回 表 中 ， 重 新 求解 。 

(3) 百 分 之 一 百 法 则 只 是 一 个 充分 条 件 ， 即 当 其 所 有 人 允许 增加 百分比 和 减少 百分比 之 
和 不 超过 100% 时， 最 优 解 或 对 侦 价 格 不 变 ; 如 超过 了 100% ， 这 时 最 优 解 或 对 偶 价 格 是 
否 变化 不 能 确定 。 


2.5.4 技术 系数 w 的 变化 分 析 


设 4=(B , N)， 下面 根 据 在 4 中 所 处 位 置 的 不 同 ， 分 两 种 情况 来 讨论 。 
1. 非 基 变 量 x 的 系数 列 向 量 P 的 变化 
由 表 1-15 可 知 ， 非 基 变 量 x 的 系数 列 向 量 P 发 生变 化 只 影响 它 自己 的 检验 数 ， 但 不 
会 影响 可 行 性 条 件 ( 即 8 =0) 和 其 他 所 有 非 基 变量 的 检验 数 。 
因为 非 基 变量 在 表 中 的 检验 数 是 
oj=c,-CaB'P, 
当 P 变化 AP;， 要 保证 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 解 不 变 ， 则 这 个 检验 数 仍 必须 小 于 或 等 
于 零 ， 即 
ci=co-CsB- Pi=c-CepB (PH+AP)=oi-CsB AP, <0, 
则 AP 的 可 变 范围 是 
CoB AP,z=0, 
当 AP 的 变化 超出 上 述 范围 ， 即 有 o';>0， 故 原 最 优 单纯 形 表 中 的 最 优 解 就 不 再 是 最 
优 的 ， 此 时 要 选择 x 为 换 和 人 变量 ， 再 继续 用 单纯 形 法 和 迭代 以 求 出 新 的 最 优 解 。 
【 例 10】 已 知 线性 规划 问题 : 
maxZ =7x|+3x, +2x3 
3x1+9x,+%3+%4 =540 
Sx1+5%,+2x3+xs =450 
Ow1+3%+3r +x6=720 
Xi 二 0 J=1, 2, 3, 4, 5 
的 最 优 单纯 形 表 如 表 2-14 所 示 。 
如 非 基 变量 x, 的 系数 列 向 量 P =(1,， 2,， 3) 变 为 P=(1, 5，3) ， 则 
F's= 6s = CoB PB’ 


1 -对 1 
1 
| 
=2-rtO 3 7 兰 - 三 沁 =-1 <0 
)I0 省 E 5 
= 
4 溃 
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表 2-14 
Ci 7 3 2 0 0 0 

Cs Xs b 区 | X2 Na Xa 5 Xe 
0 x 180 0 0 -4/5 1 -12/5 1 
3 x 15 0 1 1/10 0 3/10 -1/6 
7 Xi 75 1 0 3/10 0 -1/10 1/6 

-Z -570 0 0 -2/5 0 -3/10 -2/3 
故 最 优 解 不 变 。 


2. 基 变 量 x 的 系数 列 向 量 P 的 变化 

由 表 1-15 可 知 ， 基 变量 x 的 系数 列 向 量 Pj 发 生变 化 会 影响 可 行 性 条 件 ( 主要 是 对 基 
B 和 基 的 逆 和 矩阵 8 有 影响 ) ， 同 时 还 影响 最 优 性 条 件 。 一 般 会 产生 下 面 几 种 情况 

设 B 变 为 B'，, 则 B"' 变 为 B''，oy=Cw-CpBT'N 变 为 go'v=C=CpB''N。 

(1) 如 80=0， 且 cov 和 0， 则 基 B' 为 最 优 基 ， 解 Bb 为 最 优 解 。 

(2) 如 Bb 二 0, 但 o' 中 有 正 分 量 ， 则 解 Bb 不 是 最 优 解 ， 只 是 基 可 行 解 ， 这 时 
需要 用 单纯 形 法 继续 迭代 ， 以 找 出 新 的 最 优 解 。 

(3) 如 和 0,， 但 B 2 中 有 负 分 量 ， 则 解 Bb 只 是 基 解 ,这 时 需要 用 对 偶 单纯 形 
法 继续 迭代 ， 以 找 出 新 的 最 优 解 。 

(4) 如 Bb 中 有 人 负 分 量 ， 且 oo'、 中 有 正 分 量 ， 则 解 Bb 只 是 基 解 且 不 能 满足 对 偶 可 
行 性 ， 这 时 需要 从 头 开 始 计算 。 

下 面 用 具体 的 例子 来 说 明 。 

【 例 11】 在 例 6 中 知 原 计 划 生 产 产品 工 的 工艺 结构 有 了 改进 ， 这 时 有 关 它 的 技术 系 
数 向 量变 为 P' =(2， 5，2) ， 试 分 析 对 原 最 优 计划 有 什么 影响 ? 

解 : 由 题 意 ， 可 得 


0 1/5 0 78\ /16/5 
Bb=| -2 2/5 | [ eq 
1/2 -15 0) 2 4x5 
同时 可 计算 出 所 有 非 基 变量 的 检验 数 为 
0 1 ' OV fbi0 
GC -CBN (0 0)=(2, ,SH eZ v5 lo i =( 了 ,二 ) 
1/2 -1/5 ojlo 0 


由 于 o'、 中 有 正 分 量 ， 则 最 优 解 要 改变 。 
将 以 上 计算 结果 填 和 人 最终 表 2-9 中 ， 得 到 表 2-15 ， 继 续 用 单纯 形 法 迭代 的 过 程 及 结果 
见 表 2-15 第 二 部 分 所 示 。 
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表 2-15 
Ci 2 3 0 0 0 
0 
Gi Xs b Xl Ny x E 网 
2 XI 16/5 1 0 0 1/5 0 16 
0 Xs 12/5 0 0 一 2 L251] 1 6 
3 入 4/5 0 1 1/2 -1/5 0 = 
0 


表 2-15 表明 原 问题 和 对 偶 问 题 的 解 都 是 可 行 解 。 所 以 表 中 的 结果 已 是 最 优 解 。 

【 例 12】 假设 例 6 的 产品 工 的 技术 系数 向 量变 为 P' =(4，5,， 2) ， 试 问 该 厂 应 如 何 
安排 最 优生 产 方案 ? 

解 : 方法 与 例 11 相同 ， 计 算 可 得 


0 1 1 各 16/5 
-2 /5 ‘1| |16|=|"*7675 
l/2 =275 0) \12 =127X5 


0 1/s 0Y/1 0 
on=Cn-CsB" N=(0, 0)-(2, 0, 3)| -2 6/5 1||0 1|= 地 ， 和 | 


Bb= 


1/2 -2/5 0)\0 0 
可 见 Bb 中 有 负 分 量 ， 且 o' 中 有 正 分 量 ,这 时 需要 从 头 开始 计 算 。( 请 读者 自己 考虑 ) 


2. 5.5 增加 新 变量 的 灵敏 度 分 析 


【 例 13】 分 析 在 原 最 优 计划 的 基础 上 是 否 应 该 增加 一 种 新 产品 。 

设 在 例 6 对 应 的 问题 中 ,该 三 除了 生产 产品 工 ， 正 外 ， 现 有 一 种 新 产品 焉 。 已 知 生 产 
产品 亚 ， 每 件 需 消耗 三 种 原材料 的 数量 分 别 为 2，6，3; 每 件 可 获 利 5 元 。 问 该 厂 是 否 应 
生产 该 产品 ? 若 生产 产品 亚 ， 如 何 安排 生产 可 使 该 厂 的 利润 最 大 ? 

解 : 该 类 问题 的 分 析 步 骤 为 
(1) 计 算 新 产品 在 原 线性 规划 问题 的 最 优 单纯 形 表 中 的 检验 数 。 

设 生产 产品 亚 为 x*'; 件 ， 其 技术 系数 向 量 P';=(2, 6，3)"'， 然 后 计算 原 最 优 单 纯 形 
表 中 对 应 x' 的 检验 数 : 


0 1/4 012 
o'3=c3-CaB P's=5-(2, 0, 3)| -2 1/2 1||6|=1.25>0 


1/2 -1/8 0 八 3 
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说 明 安 排 生 产 产 品 亚 是 有 利 的 。 
(2) 计算 产品 亚 在 原 最 优 单 纯 形 表 中 对 应 x', 的 列 向 量 。 


0 1/4 012 
-2 1/2 16 
1/2 -1/8 0 八 3 


并 将 (1) ，(2) 中 的 计算 结果 填 人 最 优 单纯 形 表 ， 得 到 表 2-16。 


表 2-16 
cj 2 3 0 0 0 5 
Gs Xa b %i 0 % wh Ea 区 全 
2 加 4 | 1 0 0 1/4 0 3/2 
0 Xs 4 0 0 2 1/2 1 [2] 
3 Xa 2 0 1 1/2 —1/8 0 1/4 
-Z 一 14 0 0 -3/2 -1/8 0 1.25 


由 于 4 列 的 数字 没有 变化 ， 故 原 问 题 的 解 是 可 行 解 。 但 检验 数 行 中 有 o',=1.25>0， 
说 明 目 标 函数 值 还 可 以 改善 。 
(3) 利用 单纯 形 法 迭代 ， 找 出 新 的 最 优 解 。 

以 x' 为 换 人 变量 ，xs 为 换 出 变量 ,进行 迭代 ， 计 算 过 程 及 结果 见 表 2-17。 


表 2-17 


5 Ea 2 0 0 -1 1/4 1/2 1 
3 Ny 3/2 0 1 3/4 -3/16 —1/8 0 
-ZZ -3372 0 0 —1/4 -7/16 -5/8 0 


由 表 2-17 可 见 新 的 最 优 解 为 ”x=1,，x,=1.5 ，x'=2。 总 的 利润 为 16.5。 比 原 计 划 
增加 了 2.5。 


2. 5.6 增加 新 约束 条 件 的 灵敏 度 分 析 


增加 新 的 约束 条 件 ， 是 指 原本 对 某 种 资源 没有 限制 ， 但 情况 变化 后 ， 需 要 对 它 有 所 限 
制 ， 或 是 为 了 提高 质量 而 又 增加 了 一 道 工序 。 有 时 在 问题 的 讨论 中 ,为 了 计算 简便 ,会 将 
某 些 次 要 约束 暂 不 考虑 ， 把 主要 约束 构成 的 问题 的 最 优 解 求 出 后 ， 再 一 一 地 将 暂 未 考虑 的 
次 要 约束 加 入 其 中 考虑 。 

当 增 加 一 个 新 的 约束 条 件 ， 原 可 行 域 只 可 能 缩小 或 保持 不 变 ， 因此， 可 把 原 最 优 解 代 
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入 这 个 新 的 约束 条 件 中 ， 若 能 满足 该 约束 ， 则 原 最 优 解 仍 为 新 间 题 的 最 优 解 。 和 否则 ， 需 要 
再 求 新 的 最 优 解 。 

【 例 14】 在 例 6 中 ， 若 增加 一 个 新 的 资源 约束 条 件 : 4x,+7x: 和 24， 问 原 有 的 最 优 解 
还 是 最 优 的 吗 ? 若 不 是 ， 求 出 新 的 最 优 解 。 

解 : 由 表 2-9 知 ， 原 最 优 解 为 x, =4，x,=2， 将 其 代入 新 增 约束 条 件 的 左 端 ， 有 4x+ 
7x;=4x4+7x2=30>24， 故 原 最 优 解 要 发 生变 化 。 在 新 增 约束 条 件 中 增加 松弛 变量 xs ， 将 
其 转化 为 等 式 约束 : 4xi+7x,+x6=24， 然 后 将 其 加 入 表 2-9， 并 指定 xs 为 基 变 量 ， 则 可 得 
到 表 2-18。 


表 2-18 
ci 2 3 0 0 0 0 
Ca Xs b 3 Wo 入 EN Ys Xe 
2 2 4 1 0 | 0 | 14 0 0 
0 xs 4 0 0 | 1/2 1 0 
3 各 2 0 1 1/2 -1/8 0 0 
0 x 24 4 7 0 0 0 1 
4 -14 0 0 -3/2 -1/8 0 0 


因为 x, ，x, 为 基 变量 ， 所 以 应 将 表 2-18 中 的 cs ，ays 位 置 上 的 数字 化 为 0， 则 可 得 2-19。 


表 2-19 

oj 2 3 0 0 0 0 
Gs Xp b Ki CL 三 4 和 5 大 
2 x 4 1 0 0 1/4 0 


由 表 2-19 知 ，6',=-6 ,ov 和 0， 故 下 面 需 用 对 偶 单纯 形 法 和 迭代 ， 其 中 x 为 换 出 变量 ， 
由 g=min| 三 分， 48} =3 知 ， x; 为 换 人 变量 ， 则 主 元 为 -7/2， 则 主 元 变换 可 得 表 2-20， 


可 见 已 得 到 新 的 最 优 解 。 
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表 2-20 
c, 2 3 0 0 0 0 
Cs xi x x x x x 
3 x 4 1 0 0 1/4 0 0 
0 | x 52/7 0 0 0 4/7 1 -4/7 
3 x 8/7 0 1 0 -了 订 0 1/7 
0 % 12/7 0 0 1 1/28 0 -2/7 
= 区 -80/7 0 0 0 -1/14 0 -3/7 


2.6 软件 求解 结果 分 析 


在 1.9 节 ,已 经 介绍 了 四 种 可 求解 线性 规划 的 软件 操作 方法 ,本 章 主 要 是 针对 软件 求 
解 结 果 中 有 关 灵 敏 度 分 析 的 内 容 进行 一 些 分 析 说 明 。 


2. 6.1 “管理 运筹 学 ”2.0 软件 求解 结果 分 析 


由 1.9 节 可 知 ， 用 “管理 运筹 学 "2.0 软件 求解 例 22 中 的 线性 规划 模型 的 结果 如 图 2-1 
所 示 。 

(1) 相 差 值 : 该 数值 表示 相应 决策 变量 的 目标 系数 需要 改进 的 数量 ， 使 得 该 变量 的 值 
可 能 从 0 变 为 正 数 ， 当 决策 变量 的 值 已 为 正 数 时 ， 相 差 值 为 零 。 

例如 由 图 2-1 知 ，x, =0，x, 的 相差 值 为 2.4， 则 只 有 当 产 品 1 的 利润 再 提高 2.4 元 ， 
即 达 到 6+2.4=8.4( 元 ) 时 ， 产品 1 才 可 能 生产 ， 即 x, 的 值 可 能 从 0 变 为 正 数 。 

对 于 求 目 标 最 小 化 的 线性 规划 问题 ， 所 谓 的 改进 实际 上 是 要 求 使 其 对 应 决策 变量 的 目 
标 系 数 减 少 其 相差 值 。 

(2) 松 弛 /剩余 变量 该 数值 表示 还 有 多 少 资 源 没有 被 使 用 。 如 果 为 零 ， 表 示 与 之 相 
对 应 的 资源 已 经 全 部 用 完 ; 反之 ， 表 示 与 之 相对 应 的 资源 还 有 剩余 。 

例如 由 图 2-1 知 ， 劳 动力 资源 已 全 部 使 用 完 ， 但 原料 还 剩余 有 363. 867 磅 没 被 使 用 。 

(3 ) 对 偶 价 格 : 该 数值 表示 当 约 束 条 件 右 端 常数 项 增加 一 个 单位 时 ， 最 优 目标 函数 值 
改进 的 数量 。 

例如 由 图 2-1 知 ， 劳 动力 资源 已 全 部 使 用 完 ， 每 小 时 的 劳动 力 资源 的 对 偶 价 格 为 1.4 
元 ， 即 再 增加 1 小 时 的 劳动 力 ， 可 使 总 利润 增加 1. 4 元 。 而 原料 还 剩余 363. 867 磅 没 被 使 
用 ， 原 料 的 对 偶 价 格 必定 为 0， 即 增加 1 磅 原料 也 不 会 使 总 利润 增加 。 因 此 ， 为 了 提高 公 
司 的 利润 ， 公 司 可 考虑 再 增加 劳动 力 资源 的 投入 。 

(4) 目标 函数 系数 范围 : 表示 相应 的 目标 函数 系数 在 下 限 值 和 上 限 值 之 间 变 化 时 ， 问 
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题 的 最 优 解 不 变 。 当 前 值 指 的 是 目标 函数 中 变量 的 当前 系数 值 。 

例如 由 图 2-1 知 ， 变 量 *, 的 系数 c, 的 变化 范围 为 ( -ww，8.4] ， ci 的 当前 值 为 6， 当 6 
从 6 变 为 8 时 ， 可 知 最 优 解 不 变 ， 即 当 x*, =*, =x; =xe=0，x4=596.667，xs=1084 时 ， 有 
最 大 利润 ， 由 于 x, =0， 故 最 大 利润 仍 是 6625. 2014。 同 理 ， 可 见 变量 x 的 系数 c, 的 变化 
范围 为 [4.05 , 4.56] ，cs 的 当前 值 为 4.2， 当 c, 从 4.2 变 为 4.5 时 ， 可 知 最 优 解 不 变 ， 即 
当 xi, =z =x3=x6=0，x4=596. 667，xs =1084 时 ， 有 最 大 利润 ， 但 最 大 利润 变 为 

6x0+5. 3x0+5. 4x0+4. 5x596. 667+3. 8x1084+1. 8x0 =6804. 2015 

(5) 常 数 项 范围 : 表示 相应 的 约束 条 件 右 端 常数 项 在 下 限 值 和 上 限 值 之 间 变 化 时 ， 该 
约束 条 件 的 对 偶 价格 不 变 。 

例如 由 图 2-1 知 ， 劳 动力 资源 系数 5b, 的 变化 范围 为 [2710 ,5641] ,bi 的 当前 值 为 
4500， 当 6b， 从 4500 变 为 4000 时 ， 可 知 劳动 力 资源 的 对 偶 价 格 不 变 。 

注 : 上 述 的 目标 函数 系数 范围 和 常数 项 范围 ， 都 是 在 有 且 仅 有 一 个 系数 变化 ， 而 其 他 
系数 都 保持 不 变 的 情况 下 得 出 的 。 

下 文中 和 前 面 符号 意义 相同 的 ， 不 再 一 一 具体 解释 。 


2. 6.2 ”Excel 求解 结果 分 析 


由 1.9 节 可 知 ， 用 Excel 软件 求解 例 22 中 的 线性 规划 模型 的 结果 有 三 个 图 。 下 面 只 就 
“运算 结果 报告 "和 “敏感 性 报告 ”两 个 图 进行 说 明 。 

图 2-2 中 的 “型 数值 ”"， 前 半 部 分 分 别 表 示 对 应 资源 等 约束 条 件 中 的 松弛 /剩余 变量 的 
数值 ， 后 半 部 分 分 别 表示 对 应 变量 的 非 负 约束 条 件 中 的 松弛 /剩余 变量 的 数值 。 

图 2-3 中 的 “可 变 单元 格 " 栏 中 的 “ 终 值 "给 出 最 优 解 ,“ 递 减 梯度 "给 出 的 是 相应 变量 的 
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[es Excel 11.0 运算 辕 果 报 上 
工作 表 [新 建 Wicrosoft Excel 工作 表 . xzls]Sheetl 
报告 的 建立 : 2008-4-T 1:59:06 


| 目标 单元 榈 是 大人 
| Si32 ”利润 ET ” 8625 
| 可 赤 音 元 格 
| “单元 EE 7 
| S15 产品 产量 0 ss 
| STR6 产品 FE 量 0 0 
| ST 产品 产量 0 0 
| $186 产品 4 产量 0_596.6668687 
」 $9 产品 5 严 量 0 .1084 
| 3 SF 量 0 9 
| EE 
EE EE 
-单元 格 ”多 宇 “单元 格 值 ”公式 “状态 型 数值 
$793 劳动力 4500 SS3 人 SS3 到达 限制 人 筷 0 
| 3J34 原料 1238.133333 $7]44<$34 未 到 限制 值 ” 363.8886887 
| SJ35 产品 产量 0 $75<$8$6 未 到 PR 和 全 9%0 
| HE 一 0 $735<4C$5 未 有 限制 利 8 
S17 产品 3 产量 _1041 
| ST8 产品 4 产量 S95.888888T7 $]$8 ”未 到 限制 值 380 3333333 
| $139。 严 品 5 产量 ”1084 $139<$P$5 ”到 大 限制 从 ”0 
$1310 ”产品 5 产量 0 $1$10<=$6$6 未 到 限制 值 1055 
-天 品 I 天 量 ”0 “过 限制 丛 0 
| 186 。 产品 产量 0 到 法 限制 人 4 
S137 产品 产量 0STY0 到 法 限制 值 
$188 产品 4 产量 598. et S06, 688 et 
| 和 i | 
SI0 
图 2-2 


目标 函数 系数 在 当前 值 的 基础 上 还 差 该 数值 大 小 ， 
“递减 梯度 "数值 的 绝对 值 就 是 前 面 所 讲 的 “相差 值 ”。 


优 时 ， 


Hicrosoft Excel 11.0 敏感 性 报告 
:工作 表 [新 建 
| 报告 的 建立 : 2008-4-7 1:59:06 


Hicrosoft Excel 工作 表 . zls]Sheetl 


$J95 产品 产量 0 -2.399999619 
| 汀 $6 产品 2 六 量 0 -1.700004069 
| 31$7 产品 产量 0 -0.199997648 
| $J$8 产品 4 产量 596.6666667 _ 0 
$J99 产品 5 产量 1084 ”0.300000111 
10 ”产品 6 0_-0.300004125 
| 约束 
| 终 拉 格 朗 日 
元 
| 3J$3 劳动 力 4500 1.399999936 
$34 原料 _ 1236. 133333 0 


2.6.3 Lindo 软件 求解 结果 分 析 


图 2-3 


才 可 能 使 该 变量 的 值 从 0 变 为 正 数 ， 即 
“约束 ” 栏 中 的 “ 终 
资源 的 实际 使 用 量 值 ,，“ 拉 格 朗 日 乘 数 "给 出 的 值 意义 同 前 面 所 讲 的 “对 侦 价 格 ”。 


值 "给 出 的 是 达到 最 


由 1.9 节 可 知 ， 用 Lindo 软件 求解 例 23 中 的 线性 规划 模型 的 结果 如 图 2-4 所 示 。 


(1)° 


Lp Optimum found at step 2 “表示 lindo 在 (用 单纯 形 法 ) 两 次 迭代 后 得 到 最 优 解 ; 


(2)“Objective function Value 1) -0. 6666667” 表 示 最 优 目标 值 为 -0. 6666667 ; 
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(3)“Value” 给 出 最 优 解 中 各 变量 的 值 ， 即 x, =2. 666667 ，x, =1 ，x3 =6. 333333 ; 

(4)“Slack or surplus” 给 出 松弛 \ 剩余 变量 的 值 ; 

(5)”Reduced Cost" 意义 同 前 面 所 讲 的 “相差 值 ”; 

(6)“Dual prices” 意 义 同 前 面 所 讲 的 “对 偶 价 格 ”; 

(7) “Ranges in which the Basis is Unchanged” 给 出 当 某 个 目标 函数 的 价值 系数 和 约束 条 
件 的 右 端 项 在 什么 范围 内 变化 ( 此 时 假定 其 他 系数 保持 不 变 ) 时 , 最 优 基 将 仍然 保持 不 
到 

(8)“Infinity” 表 示 的 是 正 无 穷 。 

(9)“Allowable Increase”、“ Allowable Decrease ”分 别 表示 人 允许 增加 量 和 人 允许 减少 量 。 

例如 为 保持 最 优 解 不 变 ， 变量 x 的 系数 c, 的 变化 范围 为 

(-3-%, -3+1 ]=(-%, -2|; 
为 保持 最 优 基 不 变 ， 资 源 系 数 b, 的 变化 范围 为 
[3-1 ,3+4]=[2 ,7]。 

注 : Matlab 求解 结果 分 析 就 不 再 叙述 。 

由 以 上 分 析 我 们 看 到 , 用 上 述 四 种 软件 求解 线性 规划 模型 是 非常 方便 的 , 而 且 可 以 得 
到 内 容 丰 富 的 结果 输出 , 对 实际 问题 的 分 析 十 分 有 利 。 


讨论 、 思 考题 


1. 每 一 个 线性 规划 问题 都 能 找到 对 应 的 有 意义 的 对 偶 问 题 吗 ? 

2. 如 线性 规划 原 问 题 有 无 穷 多 最 优 解 ， 则 对 偶 问 题 有 多 少 个 最 优 解 ? 

3. 能 和 否 从 线性 规划 问题 的 最 优 单 纯 形 表 中 得 到 对 偶 问 题 的 检验 数 ? 若 能 ， 试 举例 加 
以 说 明 。 

4. 对 偶 单纯 形 法 与 单纯 形 法 的 区 别 有 哪 些 ? 

5. 能 用 对 偶 单纯 形 法 求解 的 线性 规划 问题 具有 哪些 特征 ? 

6. 灵敏 度 分 析 包 括 哪些 类 型 ， 进 行 灵 敏 度 分 析 有 何 现实 意义 ? 
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本 章 介绍 了 对 偶 问题 的 概念 ， 对 偶 理论 及 对 偶 问 题 的 最 优 解 的 经 济 含义 ， 揭 示 了 互 为 
对 偶 的 两 个 线性 规划 问题 的 内 在 联系 ， 并 在 此 基础 上 介绍 了 求解 一 般 线 性 规划 问题 的 新 方 
法 一 一 对 偶 单纯 形 法 ， 及 利用 互补 松弛 性 求解 的 方法 。 除 此 之 外 ， 还 介绍 了 当 线 性 规划 问 
题 的 某 些 系数 变化 及 增加 变量 或 增加 约束 的 灵敏 度 分 析 方法 。 

本 章 学 习 要 求 如 下 : 

(1) 了解 对 偶 问 题 的 实际 背景 ， 掌 握 写 出 对 偶 问题 的 一 般 原则 。 

(2) 理 解 对 偶 理 论 的 基本 结论 ， 能 利用 互补 松弛 性 求解 线性 规划 问题 。 

(3) 了 解 影子 价格 在 经 济 管理 中 的 应 用 。 

(4) 理 解 对 偶 单纯 形 法 的 原理 ， 掌 握 对 偶 单 纯 形 法 的 计算 步骤 ， 能 运用 对 偶 单纯 形 法 
的 欠 代 规则 求解 一 般 线性 规划 问题 。 

(5) 掌 握 单纯 形 法 和 对 偶 单纯 形 法 的 区 别 ， 清 楚 它 们 的 适用 条 件 及 适用 范围 。 

(6) 理 解 灵敏 度 分 析 的 意义 ， 能 讨论 当 线 性 规划 问题 的 某 些 系数 发 生变 化 及 增加 变量 
或 增加 约束 时 ， 最 优 基 或 最 优 解 的 变化 情况 。 


习 题 
1. 选择 题 
(1) 对 偶 问 题 有 5 个 变量 4 个 约束 ， 则 原 问题 有 ( be 
A. 4 个 约束 5 个 变量 B. 5 个 约束 4 个 变量 
C. 5 个 约束 5 个 变量 D. 4 个 约束 4 个 变量 


ee rb ) 。 
原 问 题 有 最 优 解 ， 对 偶 问题 可 能 无 最 优 解 
a 
C， 若 最 优 解 存在 ， 则 最 优 解 相同 
D， 对 偶 问 题 无 有 可 行 解 ， 原 问题 也 无 可 行 解 
(3) 如 果 决 策 变量 数 相 等 的 两 个 线性 规划 的 最 优 解 相同 ， 则 两 个 线性 规划 (  ) 。 


A. 约束 条 件 相同 B， 最 优 目标 函数 值 相等 

C. 以 上 结论 都 不 对 D. 目标 函数 相同 

(4) 对 偶 单 纯 形 法 的 最 小 比值 规则 是 为 了 保证 ( 。 )。 

A. 使 原 问题 保持 可 行 B， 逐步 消 除 原 问题 不 可 行 性 

C， 逐 步 消 除 对 偶 问 题 不 可 行 性 D. 使 对 偶 问 题 保持 可 行 

2. 填空 题 

(1) 线 性 规划 的 约束 条 件 个 数 与 其 对 偶 问 题 的 相等 ; 而 若 线性 规划 的 
约束 条 件 是 方程 则 对 偶 问 题 的 

(2) 如 原 问题 有 可 行 解 且 目标 函数 值 无 界 ， 则 其 对 偶 问题 ; 反 
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之 ， 对 偶 问 题 有 可 行 解 且 目 标 函 数值 无 界 ， 则 其 原 问 题 。 
(3 ) 线 性 规划 的 右 端 常数 项 其 对 偶 问题 的 ; 线性 规划 的 第 i 个 约束 


条 件 为 方程 则 其 对 偶 问题 
3. 写 出 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 
(1)maxZ=6x,—2x,+3x (2)minZ =2x, +2x,+4x; 
2x| —X, +2%; 2 2xX1+3x;+5%x; 三 2 
s.t 4x1+4x3 4 3x1+%2+7%3 3 
Xi, %2, Wy 20 ie Xi+4x,+6x; 5 


Wi， 35 由 区 0 


(3 ) maxZ =—5x,+2x, (4)minZ =10x,+10x, 
XI1+2%X, =5 Sx1+2x, 宇 5 
—Xi+%; 夺 —3 Xi+4x, 三 3 

s..t 
2X1 +3X2 <5 S. tt. Xi 十 3X2 三 2 
Xi ，x 过 0 8x1+2x, 三 4 


xi，% 为 自由 变量 
4. 试用 对 偶 理 论 讨 论 下 列 问 题 与 它 的 对 偶 问 题 是 否 有 最 优 解 


(1)maxZ =2xi+2x， (2)minZ =—x,+2x, +X3 
—%1+X2+%3 安之 2x1—x2+x3 宇 一 4 
S. t. 4 —2x1+%, —%3 1 s.t. Xi+2x =0 
和 Woy 人 2 Vy a0 


5. 已 知 线性 规划 问题 
minZ =%) +%, 十 X3 十 %4 
%i+Xz 5 
x+X3 之 3 
st 1X3+X4 区 之 
Xi+xa 宇 4 
Wy Xs WO 
(1) 写 出 对 偶 问 题 。 
(2) 用 单纯 形 法 解 对 偶 问 题 ， 并 根据 最 优 单纯 形 表 给 出 原 问 题 的 最 优 解 。 
(3) 说 明 这 样 做 和 直接 求解 原 问 题 有 何不 同 。 
6. 用 对 偶 单纯 形 法 解 线性 规划 问题 


(1) minZ =x +%, (2) minZ =5x, +2x, +4xs 
2x1+x, 宇 4 3x1+x2+2x3 三 4 

s.t. 121+7x2 之 7 s.t 46x1+3x,+5x3 宇 10 
XI1,， X; 宇 0 wi Xs, Vs 人 0 
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(3) minZ =2x,+3%,+4x3 (4) maxZ =x) +2x,+5% 
Xi 二 2Xa 十 X33 2x) +2Xi+ %3 3 
Ss. t. 42x1— %;+3%x; 三 4 s.t. 42xi 一 Xi+3x3 三 2 
Ws Vrs 区 人 XI1 Ws X20 
7. 已 知 线性 规划 


minZ =cIx) +c,X, 十 C3X3 
CE +TQI3X3 二 D 
Ss. t. ax taypxy t+anYs > 0b, 
Ni Ws X30 
(1) 写 出 它 的 对 偶 问 题 ; 
(2) 将 其 化 为 标准 形式 ， 再 写 出 对 偶 问 题 ; 
(3) 引 入 人 工 变 量 ， 把 问题 化 为 下 列 等 价 模型 ， 再 写 出 它 的 对 偶 问 题 。 
maxZ =cixi +cyxy+cax3—M( xe +xy ) 
QiXI 十 Qi2X2 十 Q13%3 一 %4 十 X6 三 加 
Ss. t. 4Q21X1 十 Q2a2%2z 十 023%3 一 X5 十 和 7 =b, 
Xi '"* ,X70 
试 说 明 上 面 三 个 对 偶 问题 是 完全 一 致 的 。 由 此 ， 可 以 得 出 什么 样 的 一 般 结论 ? 
8. 已 知 线性 规划 问题 
maxZ =20xi+12x2 十 10x3 
8x +4x2+7x3 600 
s.t，4x1+3x2+3x3 400 
jy Ws 0 


的 最 优 单纯 形 表 如 表 2-21 所 示 。 


表 2-21 


(1) 求 使 最 优 基 c, 的 变化 范围 保持 不 变 。 如 果 c, 从 12 变 成 5， 最 优 基 是 否 变 化 ， 如 
果 变 化 ， 求 出 新 的 最 优 基 和 最 优 解 。 
(2) 对 c, 进行 灵敏 度 分 析 ， 求 出 c, 由 20 变 为 40 时 的 最 优 基 和 最 优 解 。 
(3) 对 变量 x, 在 第 二 个 约束 中 的 系数 os =3 进行 灵敏 度 分 析 ， 求 出 a 从 3 变 为 1 时 
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新 的 最 优 基 和 最 优 解 。 、 

(4) 增 加 一 个 新 的 变量 xs ， 它 在 目标 函数 中 的 系数 c=18， 在 约束 条 件 中 的 系数 列 向 
量 为 P,=(5 , 2) ， 求 新 的 最 优 基 和 最 优 解 。 

(5 ) 增 加 一 个 新 的 约束 2x, -x 二 30， 求 新 的 最 优 基 和 最 优 解 。 


(6) 设 变量 在 约束 条 件 中 的 系数 向 量 由 [1 ] 变 为 [3] ， 求 出 新 的 最 优 基 和 最 优 解 - 


9. 某 工 厂 用 甲 、 乙 、 丙 三 种 原料 生产 4、B、C、D 四 种 产品 ， 每 种 产品 消耗 原料 定 
额 以 及 三 种 原料 的 数量 如 表 2-22 所 示 。 


表 2-22 

产 品 4 B 0 D 原料 数量 ( 吨 ) 
对 原料 甲 的 单 耗 ( 吨 / 万 件 ) 3 2 1 4 2400 
对 原料 乙 的 单 耗 ( 吨 /万 件 ) 2 一 2 3 3200 
对 原料 两 的 单 耗 ( 吨 /万 件 ) 1 3 一 2 1800 
单位 产品 的 利润 (万 元 /万 件 ) 25 12 14 15 


(1) 求 使 总 利润 最 大 的 生产 计划 和 按 最 优生 产 计 划 生 产 时 三 种 原料 的 耗 用 量 和 剩余 
星 o 

(2) 求 四 种 产品 的 利润 在 什么 范围 内 变化 ， 最 优生 产 计 划 不 会 变化 。 

(3) 求 三 种 原料 的 影子 价格 和 四 种 产品 的 机 会 成 本 ， 并 解释 最 优生 产 计 划 中 有 的 产品 
不 安排 生产 的 原因 。 

(4) 在 最 优生 产 计 划 下 ， 哪 一 种 原料 更 为 紧缺 ?如 果 甲 原料 增加 120 吨 ， 这 时 紧缺 程 
度 是 否 有 变化 ? 

10. 某 厂 生产 甲 、 乙 、 丙 三 种 产品 ,已 知 有 关 数 据 如 表 2-23 所 示 ， 试 分 别 回 答 下 列 问 
题 。 


表 2-23 
品 甲 勾 丙 原材料 拥有 量 
原料 4 | 6 3 5 40 
原料 B 3 4 6 30 
利 润 4 2 5 


(1) 建立 线性 规划 模型 ， 求 使 该 厂 获 利 最 大 的 生产 计划 。 

(2) 若 产品 甲 、 乙 的 单 件 利润 不 变 ， 则 产品 丙 的 利润 在 什么 范围 内 变化 时 ， 上 述 最 优 
解 不 变 。 

(3) 若 原材料 4 市 场 紧缺 ， 除 拥有 量 外 一 时 无 法 购 进 ， 而 原材料 B 如 数量 不 足 可 去 
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市 场 购买 ， 单 价 为 0. 5， 问 该 厂 应 否 购买 ， 以 购 进 多 少 为 宜 ; 
11. 某 广 生产 工 、 开 、 亚 三 种 产品 ， 分 别 经 过 4、B、C 三 种 设备 加 工 。 已 知 生产 单位 
各 种 产品 所 需 的 设备 台 时 、 设 备 的 现 有 加 工 能 力 及 每 件 产品 的 预期 利润 如 表 2-24 所 示 。 


表 2-24 
让 品 I I 亚 原材料 拥有 量 
设备 4 1 2} 1 100 
设备 B 10 4 6 600 
设备 C 2 2 5 300 
单 件 产品 利润 (元 ) 10 6 4 


(1) 求 获 利 最 大 的 产品 生产 计划 。 
(2) 产品 工 的 利润 在 多 大 范围 内 变化 时 ， 原 最 优 计 划 保 持 不 变 。 
12. 已 知 线性 规划 问题 
maxZ = SOx,+100x, 
xi+x; 志 300 ” (设备 台 时 约束 ) 
2x;+xz 和 400 ” (原料 A 的 约束 ) 
x; <250 (原料 B 的 约束 ) 
wis WE0 


使 用 “管理 运筹 学 "软件 ， 得 到 的 计算 机 解 如 图 2-5 所 示 。 


请 回答 下 列 问题 : 

(1) 最 优生 产 计划 是 什么 ? 此 时 最 优 目 标 值 即 最 大 利润 为 多 少 ? 

(2) 哪 些 资源 已 用 完 ? 哪些 资源 还 有 剩余 ? 其 松弛 变量 的 值 各 为 多 少 ? 
(3) 三 种 资源 的 对 偶 价格 各 为 多 少 ? 请 说 明 这 些 对 偶 价格 的 含义 。 
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(4) 目 标 函数 中 x, 的 系数 c, 在 什么 范围 内 变化 时 ， 最 优生 产 计划 不 变 ? 

(5) 目 标 函 数 中 x%, 的 系数 c, 从 100 减少 到 80 ， 最 优生 产 计 划 变 不 变 ， 为 什么 ? 
(6) 设 备 台 时 从 300 增加 到 400 ， 总 利润 会 增加 多 少 ? 这 时 最 优生 产 计划 变 不 变 ? 

(7) 原料 A 从 400 增加 到 420， 总 利润 会 不 会 增加 ? 这 时 最 优生 产 计划 变 不 变 ? 

(8) 当 ec, 从 50 增加 到 80，c, 从 100 减少 到 80 ， 最 优生 产 计 划 变 不 变 ” 请 用 百 分 之 一 


百 法 则 进行 判断 。 


(9) 原料 A 从 400 减少 到 350， 原 料 B 从 250 增加 到 295， 用 百 分 之 一 百 法 则 能 否 判 


断 对 侦 价 格 是 否 变 化 ? 如 不 变化 ， 求 出 此 时 的 最 大 利润 。 
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人 们 在 从 事 生 产 活动 中 ,不 可 避免 地 要 进行 物资 调运 工作 。 奉 某 时 期 内 将 生产 基地 的 
煤 、 钢 铁 、 粮 食 等 各 类 物资 ,分 别 运 到 需要 这 些 物资 的 地 区 ,根据 各 地 的 生产 量 和 需要 量 
及 各 地 之 间 的 运输 费用 ， 如 何 制定 一 个 运输 方案 ,使 总 的 运输 费用 最 小 。 这 样 的 问题 称 为 
运输 问题 。 | 

运输 问题 是 一 类 重要 而 特殊 的 线性 规划 问题 。 美 国学 者 Hitchcock 是 最 早 研究 这 类 问题 
的 ， 后 来 Koopman 对 之 展开 了 详细 的 讨论 。 因 为 它 是 线性 规划 问题 ， 所 以 当然 可 用 单纯 形 
法 求解 ， 但 用 单纯 形 法 求解 大 型 运输 问题 时 ， 会 遇 到 计算 量 和 存储 量 两 方面 的 困难 。 由 于 运 
输 问题 的 特殊 结构 ， 人 们 找到 了 一 种 比 单纯 形 法 更 简单 ， 更 有 效 的 解法 一 一 表 上 作业 法 。 

【关键 词汇 】 

运输 问题 ( Transportation Problem ) 

产销 平衡 (Balance Between the Total Amount Available at the Sources and the Total De- 
manded by the Destinations ) 

运输 表 (Transportation Tableau ) 

闭 回路 (Closed Circuit) 

位 势 (Potential ) 

西北 角 法 (The Northwest Corner Method ) 

最 小 元 素 法 (The Minimum Cell Cost Method) 


3.1 运输 问题 的 数学 模型 及 特征 


3.1.1 运输 问题 的 数学 模型 


运输 问题 的 一 般 提 法 是 : 假设 某 类 物资 有 m 个 产地 4 ，A,，4;，…，4,， 产 量 分 
别 为 a,，a,，…，a; 有 个 销 地 (需求 地 )B,，B,，…，B,， 销 量 分 别 为 6, ，b,，…， 
b,。 如 已 知 从 产地 4; 到 销 地 B, 的 单位 物资 的 运 价 为 c;， 求 使 总 运输 费用 最 小 的 调运 方 

为 了 方便 ， 可 把 上 述 已 知 条 件 归结 为 如 表 3-1 所 示 的 表格 。 

设 xj(i=1，2,，…，m; j=1，2，…，7m) 为 从 产地 4, 到 销 地 B, 的 运 量 ， 则 
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当 总 产量 与 总 销量 相等 ， 即 a = 站 b 时 ， 称 为 产销 平衡 的 运输 问题 。 其 数学 模型 
为 


表 3- 运输 问题 的 信息 表 
有 B, B, 产 量 
产地 
4i Cl Ci12 SS Cin 2 
A, Cz] C7 Con Q2 
A, Cm co Cm a 
销 量 b b, b, 
minZ = 而 类 
i=1 j=] 
by Xi i Qi De 1 9 ， mm 
j=1 
s. . (3-1) 
之 Xi 一 D 六 拓 1 Sr 
站 之 0 ， 这 一 区 | $ s 1 J = 三] ,Nn 


当 总 产量 大 于 总 销量 ， 即 六 a，> 罗 b 时 ， 称 为 产销 不 平衡 的 运输 问题 。 其 数学 模 
型 为 


Di 
i=1 j=1 
b 二 2 局 "， 砚 

2 (3-2) 
;和 m 
2 J]=1, 2, ， 1 

i=1 

jy 宇 0, i=1,2, ，m; J]=1, 2, ， 几 


当 总 产量 小 于 总 销量 ， 即 交 a，< 隐 时 ， 也 称 为 产销 不 平衡 的 运输 问题 。 其 数学 
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3.1 运输 问题 的 数学 模型 及 特征 


和 i 二] m 
s.t Vx, < ee (3-3) 
全 0， i=1, ,m; j=1, ,nn 
下 面 主 要 讨论 产销 平衡 的 运输 问题 (3-1)， 对 于 产销 不 平衡 的 运输 问题 (3-2) 和 
(3-3) ,将 在 3.3 节 讨 论 。 


3.1.2 运输 问题 的 特征 


下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 一 些 结论 。 
由 产销 平衡 运输 问题 的 模型 (3-1 ) 可见， 它 具 有 以 下 特征 : 
(1) 它 是 一 个 有 m+n 个 等 式 约束 ，mn 个 变量 的 线性 规划 模型 。 
(2) 约束 条 件 的 系数 矩阵 具有 如 下 形式 。 


多 攻 让 并 


mn 


(3) 约 束 条 件 的 系数 和 矩阵 和 增 广 抢 阵 的 秩 相 等 ， 等 于 mm+n-1l 

(4) 运 输 问题 有 m+n-1 个 基 变 量 。 

5 ) 它 必 有 可 行 解 ， 也 必 有 最 优 解 。 

事实 上 , x, = 9 ， i=1， > ‘i Mm -人 六 Sam n 就 是 模型 (3-1 ) 的 可 行 解 。 
Ze 


并 且 由 2Z = > De 三 0 可知， 模型 (3-1 ) 的 目标 函数 有 下 界 ， 故 有 最 优 解 。 
定义 凡 能 排 成 如 下 形式 : 


( 调 ， 记 ，…， i 互 不 相同 , 1， 疡 ，…， ji, 互 不 相同 ) 
的 一 组 变量 的 集合 称 为 一 个 闭 回路 。 其 中 的 变量 称 为 闭 回 路 的 顶点。 

例如 ， XI Xl2, X33 X33 Xa xz 和 xn， Xa3ls X35，X25， X23， X43， X42， xz 都 是 闭 回 
路 。 如 把 闭 回 路 的 顶点 在 表 中 画 出 ， 并 且 把 相 邻 两 个 变量 用 一 条 直线 连 起 来 ( 称 为 团 回路 
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的 边 ) ， 则 上 面 的 两 个 闭 回 路 分 别 如 表 3-22， 表 3-3 所 示 。 
可 见 闭 回路 有 以 下 特点 : 
中 闭 回 路 是 一 条 封闭 折线 ， 它 的 每 一 条 边 或 者 是 水 平 的 ， 或 者 是 垂直 的 。 


@ 闭 回路 的 每 一 个 顶点 都 是 转角 点 。 
@ 闭 回路 的 每 一 条 边 有 上 且 仅 有 两 个 顶点 。 
(6) mtn-1 个 变量 %,，，x,,, ，…，x*, ,构成 基 变 量 的 充 要 条 件 是 它 不 含 闭 回路 。 


这 个 结论 给 了 一 个 求 基 变量 的 简单 方法 ， 同 时 也 可 用 来 判断 一 组 变量 是 否 可 以 作为 革 
个 运输 问题 的 基 变 量 。 这 种 方法 是 直接 在 运 价 表 中 进行 的 ， 不 需要 在 系数 矩阵 4 中 去 寻 
找 ， 从 而 给 运输 问题 求 初始 基 可 行 解 带 来 极 大 的 方便 。 


表 3-2 表 3-3 
有 B B, B B, B, B, B, 
4 4 
A, 
， 
A, 
4, 
4, 4, 


下 文 称 基 变量 在 运输 平衡 表 中 相应 的 格子 为 基 格 ， 非 基 变 量 由 于 值 为 0， 故 不 填 人 表 
中 ， 所 以 称 非 基 变量 对 应 的 格子 为 空格 。 


3.2 表 上 作业 法 


表 上 作业 法 实际 上 是 单纯 形 法 在 求解 运输 问题 时 的 一 种 简化 方法 ， 由 于 其 实质 是 单纯 
形 法 ， 只 是 具体 计算 和 术语 有 所 不 同 ， 故 有 如 下 的 解 题 步 又 ， 

(1) 找 出 初始 基 可 行 解 ( 即 初始 调运 方案 ) 。 

(2) 求 各 非 基 变量 的 检验 数 ， 即 在 表 上 计算 空格 的 检验 数 ， 判 别 是 否 达到 最 优 解 。 若 
非 基 变量 的 检验 数 全 都 非 负 ， 则 得 到 最 优 解 ， 停 止 计算 ; 否则 ， 转 入 下 一 步 。 

(3) 确 定 换 入 变量 和 换 出 变量 ， 找 出 新 的 基 可 行 解 。 

(4) 重 复 (2) ，(3 ) 直到 得 到 最 优 解 为 止 。 

为 了 使 计算 方便 ， 下 面 将 平衡 运输 问题 的 有 关 关 系 汇 总 到 一 个 表 中 ， 如 表 3-4 所 示 : 
表格 中 间 部 分 ， 每 一 个 格子 的 左下 角 填 的 是 运 价 ， 右 上 角 填 的 是 运 量 。 
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i 
表 3-4 产销 平衡 运 价 表 
il 区 1 Xl 
4 Qi 
Cl 加 Cln 
X21 X22 Non 
A, @ 
C1 C22 Ca2 
inl Tm Vm 
A, a 
Cni Cm Cnn 
销 量 b b, b, 


3.2.1 初始 可 行 方案 ( 即 初始 基 可 行 解 ) 的 确定 


根据 前 述 讨 论 知 ， 求 运输 问题 的 初始 基 可 行 解 的 方法 及 步骤 为 : 

(1) 在 产销 平衡 运 价 表 中 任 选 一 个 格子 x;， 令 x;=min{a;, b,} ， 即 在 尽 可 能 满足 销 地 
B, 的 需求 前 提 下 ， 从 产地 4, 运送 最 大 量 的 物资 ， 填 人 相应 格子 的 右上 和 角 。 

(2) 从 a; 和 5b 中 分 别 减 去 x;， 得 到 a,' 和 65"。 

(3) 若 a,'=0， 则 划 去 第 i 行 (因为 此 时 产地 4; 的 产量 全 部 运送 完了 ); 车 5b'=0， 则 
划 去 第 7 列 (因为 此 时 销 地 B, 的 需求 全 部 得 到 了 满足 ); 车 a,'=0 且 55'=0， 则 只 能 选择 划 
去 第 i 行 或 第 j 列 ,不 可 将 第 i 行 和 第 j 列 同时 划 掉 。 

(4) 如 平衡 运 价 表 中 所 有 的 行 和 列 都 被 划 去 ， 则 结束 。 否 则 ， 在 剩 下 的 表 中 再 选 一 个 
格子 ， 转 人 (2) 。 

按 上 述 方法 选 出 的 变量 的 取 值 满足 下 列 条 件 : 

中 所 得 变量 的 值 都 是 非 负 的 ， 且 一 共有 m+n-l 个 变量 。 

@ 所 有 的 约束 条 件 都 得 到 了 满足 。 

(8 所 得 的 变量 不 会 构成 闭 回 路 。 

因此 ， 所 得 的 解 一 定 是 运输 问题 的 基 可 行 解 。 

上 述 方法 中 ， 对 x; 的 选取 没 加 任何 限制 ， 故 采用 不 同 的 规则 来 选取 x;， 就 会 产生 不 
同 的 方法 。 下 面 介 绍 三 种 方法 ， 分 别 是 : 西北 角 法 ， 最 小 元 素 法 和 伏 格 尔 ( Vogel) 法 。 

方法 一 : 西北 角 法 (左上 角 法 ) 

西北 角 法 是 最 简单 且 能 最 迅速 地 给 出 一 个 初始 基 可 行 解 的 方法 。 它 优先 从 平衡 运 价 表 
的 左上 和 角 的 变量 开始 确定 运 量 ， 当 行 或 列 分 配 完毕 后 ， 再 在 表 中 余下 部 分 的 左上 角 确 定 运 
量 ， 依 此 类 推 ， 直 到 右 下 角 元 素 分 配 完毕 。 

【 例 1】 设 某 种 货物 须 从 三 个 产地 4 ，4; ，4; ， 运 往 四 个 销 地 B ，B, ，B, ，B, 各 产 
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地 的 产量 ， 各 销 地 的 销量 及 各 产地 到 各 销 地 的 单位 运 价 如 表 3-5 所 示 。 试 用 西北 角 法 确定 
初始 调运 方案 。 


表 3-5 

销 地 有 B, 已 B, 产量 
A 1 3 4 6 10 
A, 3 5 5 3 6 
3 3 2 1 4 8 
销量 4 6 3 9 24 


解 : 设 xj(i=1, 2,3; j=1, 2, 3, 4) 是 从 产地 4, 到 销 地 Bi 的 运 量 ， 画 出 产销 平衡 
运 价 表 3-6， 则 用 西北 角 法 确定 初始 调运 方案 的 具体 过 程 如 下 : 

第 一 步 : 从 表 中 西北 角 的 变量 开始 ， 令 xi =minfa, b}=min{10 , 4} =4。 

第 二 步 : 修改 w , 记 ， 即 可 得 co =a -xi =10-4=6 ,b=b,-xi, =4-4=0， 并 将 它们 
分 别 填 入 相应 的 修改 值 栏 。 

第 三 步 : 因为 6'=0， 故 划 去 (在 表 3-6 中 用 修改 值 后 跟 符 号 * xX" 表示 ) 第 1 列 。 

第 四 步 : 由 于 平衡 表 中 还 有 没 被 划 掉 的 行 和 列 ， 因 此 继续 第 一 步 。 


表 3-6 
产量 修改 值 
a Qi 
4 6 0 第 二 
! 1 3 4 6 10 6, 0 x a 
a 5 1 
pe 3 5 5 3 6 1,0 Xx 第 五 次 
4 第 六 次 
3 2 1 4 8 0 x 时 
销量 b 4 6 5 9 
销量 修 . 人 5 8 
改 值 6 0 x 0 x 
第 一 次 ”第 二 次 ”第 四 次 第 六 次 
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以 下 的 过 程 简 述 为 : 

中 取 左 上 角 元 素 wi,, 令 wi,=min{fa'1, b,} =min{6, 6} =6， 修改 a', 5b,， 得 a"=0， 
b',=0， 即 出 现 退 化 情形 ， 这 时 不 能 把 这 一 行 和 这 一 列 同 时 划 去 ， 而 只 能 选择 其 中 一 个 划 
去 ， 比 如 可 选择 划 去 第 2 列 。 

加 取 左 上 角 元 素 xjy， 令 x =min{a” ,6b3} =min{0, 5} =0， 修改 a", 5b,， 得 al =0, 
b';=5。 则 划 去 第 1 行 。 

@@ 取 左上 角 元 素 x 令 x = min {as, b'3} = min {6, 5} = 6 修改 i 3 得 
a,'=6-5=1, 4b",=5-5=0。 则 划 去 第 3 列 。 

@@ 取 左上 角 元 素 x 令 x =min{fa',, by} =min{1, 9} =1， 修改 a',, b,， 得 a,"=0， 
b,'=9-1=8。 则 划 去 第 2 行 。 

@@ 取 左上 角 元 素 xyy, 令 x =min{fasy,b%4} =min{8, 8} =8， 修 改 a,, b',， 得 a',=0， 
b，=0。 则 划 去 第 3 行 (或 第 4 列 ) 。 

由 于 这 时 表 中 所 有 元 素 都 被 划 掉 了 ， 因 此 已 完成 。 此 时 ， 填 和 人 运 量 的 格子 正好 是 3+4 
-1=6 个 ， 且 在 上 述 过 程 中 的 每 一 步 都 保证 了 x, 大 0， 所 有 约束 条 件 都 得 到 了 满足 ， 且 还 
不 构成 闭 回路 ， 即 得 到 了 该 运输 问题 的 一 个 基 可 行 解 : 

基 变 量 为 xi =4, xi,=6, x13=0, Xs=5, xxm=1, xa=8 

非 基 变量 为 wj; = = =x3p =x3s=0 

总 运费 为 82。 

方法 二 : 最 小 元 素 法 

最 小 元 素 法 的 思想 是 : 就 近 优先 运送 ， 即 优先 考虑 最 小 运 价 cj 对 应 的 变量 x;,， 并 确 
定 其 运 量 为 x;=min{a;, b)} 。 然 后 再 在 剩 下 的 运 价 中 取 最 小 运 价 对 应 的 变量 确定 运 量 并 满 
足 约束 ， 依 此 类 推 ， 直 到 最 后 得 到 一 个 初始 基 可 行 解 。 

【 例 2】 用 最 小 元 素 法 求 例 1 的 初始 调运 方案 。 

解 : 第 一 步 : 从 产销 平衡 运 价 表 3-6 可 知 ， 最 小 运 价 是 1， 对 应 的 变量 有 wj, ，x33， 这 
时 只 能 选择 其 中 一 个 变量 开始 确定 运 量 ， 另 一 个 变量 留待 下 一 步 讨 论 。 此 处 可 选 x, ， 则 
令 x=minfal， bi}=min{10 , 4} =4。 

第 二 步 : 修改 cl ，b ， 即 可 得 o' =ai-xl=10-4=6 ，0 =-xi =4-4=0， 并 将 它们 
分 别 填 人 相应 的 修改 值 栏 。 

第 三 步 : 因为 4',=0， 故 划 去 (在 表 3-7 中 用 修改 值 后 跟 符号 “ X" 表 示 ) 第 1 列 。 

第 四 步 : 由 于 平衡 表 中 还 有 没 被 划 掉 的 行 和 列 ， 因 此 继续 第 一 步 。 

以 下 的 过 程 简 述 为 : 

QD 取 剩 下 的 运 价 中 的 最 小 运 价 1 对 应 的 变量 xs ， 令 x3=min{fas, by} =min{8, 5} =5， 
修改 a;,b;， 得 a;'=3,b';=0， 则 划 去 第 3 列 。 

人 @) 取 剩 下 的 运 价 中 的 最 小 运 价 2 对 应 的 变量 xz ， 令 xs =min{fa' ,0 =min{3, 6} =3， 
修改 a',,b,， 得 a=0,b',=3。 则 划 去 第 3 行 。 

@ 取 剩 下 的 运 价 中 的 最 小 运 价 3 对 应 的 变量 *。 和 x,,， 此 处 可 选 xj,， 令 xs = 
min{a’) , 58',} =min16, 31 =3， 修改 a' ,5',， 得 a,”"=3, 6b”,=0。 则 划 去 第 2 列 。 

人 册 取 剩 下 的 运 价 中 的 最 小 运 价 3 对 应 的 变量 x, 今 x =min{a,, b} =min{6, 9} =6， 

107 


第 3 章 运输 问题 


修改 a,, b,， 得 a,'=0, b,'=3。 则 划 去 第 2 行 。 
人 @ 取 剩 下 的 运 价 中 的 最 小 运 价 6 对 应 的 变量 x, 令 xy =min{fa”,b'} =min{3,3}= 
3， 修 改 ol",，b ,得 a,”"=0, 0 =0。 则 划 去 第 1 行 (或 第 4 列 ) 。 


产量 修改 值 
Qi Qi 
4 3 3 
1 3 也 6 10 全 3 第 六 次 
4， 
3 5 5 3 6 0 X 合计 次 
网 3 5 
3 2 1 4 8 :4 
二 | 第 三 次 
销量 b | 4 6 5 9 
销量 修 |0 Xx 3 0 x 3 
改 值 b 0 x 0 x 


-1 


第 一 次 ”第 四 次 ”第 二 次 ”第 六 次 


由 于 这 时 表 中 所 有 元 素 都 被 划 掉 了 ， 因 此 已 完成 。 此 时 ， 填 人 运 量 的 格子 正好 是 3+4 


=6 个 ， 且 在 上 述 过 程 中 的 每 一 步 都 保证 了 x; 宇 0， 所 有 约束 条 件 都 得 到 了 满足 ， 且 还 


不 构成 闭 回 路 ， 即 得 到 了 该 运输 问题 的 一 个 基 可 行 解 : 


行 、 


Xi 


基 变 量 为 X11=4, Xi =3, X14=3, X=0, Xa =3, Xas=5 

非 基 变量 为 x3 =xy =x =x23 =x3 =Xag =0 

总 运费 为 60。 

方法 三 : 伏 格 尔 (Vogel) 法 (元 素 差 额 法 ) 

伏 格 尔 法 的 思想 是 : 考虑 产地 到 销 地 的 最 小 运 价 和 次 小 运 价 之 间 的 差额 。 先 找 出 所 有 
列 差额 的 最 大 值 ， 然 后 在 这 个 最 大 差额 对 应 的 行 或 列 中 找 出 最 小 运 价 o 对 应 的 变量 


;， 并 确定 其 运 量 为 x;=min{a;, b,} 。 这 时 必 有 一 列 或 一 行 调运 完毕 ， 在 剩 下 的 运 价 中 再 


求 最 大 差额 ， 进行 第 二 次 调运 ， 依 次 进行 下 去 ， 直 到 最 后 全 部 调运 完毕 ， 就 得 到 一 个 初始 
调运 方案 。 
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【 例 3】 用 伏 格 尔 法 求 例 1 的 初始 调运 方案 。 
解 : 第 一 步 : 画 出 产销 平衡 运 价 表 ， 并 计算 出 所 有 行 和 列 的 差额 ， 见 表 3-8。 


3.2 表 上 作业 法 


表 3-8 
TT 
销 地 E es 
a 有 B, B, B, 产量 a 行 差 额 
产地 
4 1 3 4 6 10 sx: 第 三 次 
6 人 
4 3 5 5 3 6 0 3 
二 一 
0 5 3 
Ah, 3 2 1 4 8 1 
二 第 五 次 
销量 5 4 6 5 9 
2 1 3 Xx 1 
疡 痰 1 1 
列 差额 1 1 
3 六 1 
1 x 


第 二 次 ”第 四 次 第 一 次 第 六 次 

第 二 步 : 找 出 所 有 行 和 列 的 差额 最 大 值 为 3， 它 所 在 的 第 3 列 中 最 小 运 价 1 对 应 的 变 
量 为 xz 令 w=min{as, 5b} =min{8, 5} =5， 则 划 去 (在 表 3-8 中 用 差额 值 后 跟 符号 ”X” 
表示 ) 第 3 列 。 

第 三 步 : 重新 计算 剩 下 的 所 有 行 和 列 的 差额 ， 并 找 出 最 大 差额 为 2， 它 对 应 着 第 1 行 
和 第 1 列 ， 而 第 1 行 和 第 1 列 中 最 小 运 价 1 对 应 的 变量 为 xw， 令 xi =min{al, b1} = 
min{10, 4} =4， 则 划 去 第 1 列 。 


第 四 步 : 重新 计算 剩 下 的 所 有 行 和 列 的 差额 ， 并 找 出 最 大 差额 为 5， 它 所 在 的 第 1 行 


2 3 对 应 的 变量 为 xj,, 令 wj,=min{a,', b,} =min{6, 6} =6， 则 观察 剩余 的 运 价 
应 划 去 第 1 行 。 
下 面 同 理 可 得 : 
最 大 差额 为 3 对 应 最 小 运 价 2 处 的 变量 xs =0 划 去 第 2 列 
最 大 差额 为 4 对 应 最 小 运 价 4 处 的 变量 xs =3 划 去 第 3 行 
最 大 差额 为 3 对 应 最 小 运 价 3 处 的 变量 xs =6 “ 划 去 第 4 列 


由 于 这 时 表 中 所 有 元 素 都 被 划 掉 了 ， 因 此 已 到 了 该 运输 问题 的 一 个 基 可 行 解 (可 见 是 
个 退化 的 基 可 行 解 ) : 

基 变 量 为 x =4, %i,=6, x =6, %as =0, xas =5, way=3 

非 基 变量 为 wa =%ia =%z =%2z =%n3=%31 =0 
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总 运费 为 57。 

综 上 可 知 ， 三 种 方法 各 有 优 缺 点 ， 具 体 为 : 

(1) 西 北角 法 的 规则 是 人 为 的 一 种 规定 ， 完 全 没 考虑 运 价 的 大 小 ， 因 此 求 出 的 初始 调 
运 方案 往往 离 最 优 方案 较 远 。 但 它 容易 操作 ， 特 别 适合 计算 机 编程 计算 ， 因 而 仍然 受到 实 
际 工作 者 的 喜爱 。 

(2) 最 小 元 素 法 虽然 考虑 了 运 价 的 大 小 ， 但 是 它 只 考虑 了 局 部 运输 费用 最 小 ， 有 时 为 
了 节省 某 一 处 的 运费 ， 而 使 其 他 处 的 运费 变 大 。 另 外 ， 当 问题 的 规模 很 大 时 ， 每 次 搜索 最 
小 运 价 这 个 工作 量 也 很 可 观 。 但 手工 计算 中 、 小 型 规模 的 问题 时 ， 最 小 元 素 法 提供 的 初始 
调运 方案 比 西北 角 法 的 要 好 得 多 。 

(3 ) 元 素 差 额 法 对 最 小 元 素 法 进行 了 改进 ， 用 元 素 差额 法 求 得 的 基本 可 行 解 更 接近 最 
优 和 解 ， 但 是 计算 量 太 大 ， 不 利于 手工 计算 。 


3.2.2 最 优 性 检验 


由 于 一 般 运 输 问 题 的 目标 是 求 最 小 值 ， 故 它 的 最 优 判 别 准 则 是 : 当 所 有 非 基 变量 ( 即 
表 中 格子 右上 和 角 没 填 数 字 的 ， 也 称 为 空格 ) 的 检验 数 都 大 于 或 等 于 0， 则 运输 方案 最 优 ( 即 
为 最 优 解 ) ; 否则 ， 就 不 是 最 优 ， 需 要 调整 。 下 面 介绍 三 种 求 检验 数 的 方法 : 闭 回路 法 、 
位 势 法 和 运 价 窍 阵 法 。 

1. 闭 回 路 法 

闭 回 路 法 求 某 一 非 基 变量 w 的 检验 数 的 方法 是 : 在 当前 给 定 的 调运 方案 ( 基 可 行 解 ) 
中 ， 以 该 非 基 变 量 *, 为 起 点 找 一 条 闭 回 路 ， 要 求 该 闭 回 路 上 的 其 他 顶点 都 是 基 变 量 ， 并 
由 起 点 x 开始 ， 分 别 给 顶点 编号 (或 在 顶点 上 依次 交替 标 上 代数 符号 “+” 和 “-”， 顺 时 针 
或 逆 时 针 都 行 ) ， 称 编号 为 奇数 的 顶点 为 奇 点 ,编号 为 偶数 的 顶点 为 偶 点 ， 则 非 基 变量 x， 
的 检验 数 o, 等 于 所 有 奇 点 处 的 运 价 总 和 与 所 有 偶 点 处 的 运 价 总 和 的 差 ( 也 即 ， 以 这 些 符号 
分 别 乘 以 相应 的 运 价 的 代数 和 ) 。 

【 例 4】 用 闭 回 路 法 检验 例 3 所 得 的 初始 调运 方案 。 

解 : 由 例 3 的 结果 知 ， 此 时 非 基 变量 有 : xs ，xy ，x ，xwm ，x23 ，2 由 于 从 xi 出 发 的 
闭 回路 为 : xsa ，xa ，xa ，2D， 所 以 


0i3 =c3 一 +caz+ci =4-—1+2-3=2 


同 理 可 得 : 

从 xu 出 发 的 闭 回路 为 xs，xa ，xaa ，xp， 所 以 ou=6-4+2-3=1; 

从 xo 出 发 的 闭 回路 为 x x jy， zx， Xa Xa 所 以 ol =3-1+3-2+4-3=4; 
从 x» 出 发 的 闭 回 路 为 x,，x3y，w3y ，X， 所 以 om =5-2+4-3=4; 

从 xv 出 发 的 团 回 路 为 x)y，x33 ，X34 ，X24 ， 所 以 com =5-1+4-3=5; 

从 vw 出 发 的 闭 回路 为 x3 ，xa ，xia ，xil， 所 以 or =3-2+3-1=3。 


可 见 ， 所 有 的 非 基 变量 的 检验 数 都 是 非 负 的 ， 故 该 方案 即 为 最 优 方 案 。 

2. 位 势 法 

位 势 法 求 检验 数 是 根据 对 偶 理 论 推导 出 来 的 一 种 方法 。 

因为 产销 平衡 运输 问题 (3-1 ) 有 m+tn 个 约束 条 件 ， 前 m 个 是 关于 产地 的 产量 约束 ， 
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3.2 表 上 作业 法 


后 n I 则 可 知 它 的 对 偶 问题 应 具有 m+n 个 变量 ， 对 应 可 设 为 : y,， 
7 则 运输 问题 (3-1) 的 对 偶 问 题 为 


maxW = Ss 囊 bm; 
i=1 j= 


yi +n Se i=1,2, ,mm; j=1,2,.,n (3-4) 
s. . 
Yis Pi 
又 称 对 偶 变 量 y,, nj(i=1， 2 Mm ;j=1, … 1) 为 位 热 。 


ee \ 式 及 对 偶 理 i ey 平衡 运输 问题 (3-1) 中 任意 变量 x, 的 
检验 数 为 
,=cy-CaB-P,=cj-ZP， (3-5) 
式 中 : Y=CsB 为 与 基 B 对 应 的 对 借 变 直 
又 由 运输 问题 (3-1 ) 的 对 偶 问 题 (3-4) 可 知 Y= (7 ，7 ，…，7ynw， WM)， 
将 其 代 人 式 (3-5) ， 可 得 
0j= cy 一 YP; 
=05 — (Vs Ys rs Yns Ms Was WN) CO os Os 1 0, ,0 Ls 0, ,07° 
=Cy — (Yi t+,) (3-6) 
故 ， 如 能 知道 对 偶 变量 y,, mi(i=1， 2，…, mm ;j=1，2,…, n) 的 值 ， 就 可 由 式 (3- 
6) 求 出 所 有 变量 的 检验 数 。 但 从 对 偶 问 题 (3-4) 可 知 ， 求 对 偶 变 量 的 值 是 非常 麻烦 的 。 但 
在 单纯 形 法 的 讨论 中 ,我 们 知道 所 有 基 变 量 的 检验 数 都 是 等 于 0 的 ， 因 此 如 设 基 变 量 为 : 


四 A 
Vas Vig ~ ivi 则 可 得 如 下 方程 组 : 
Oi 二 全 而 一下 )= 0 Ci =Va tm 
Oiyjs = Ciyy 人 Yi Ps ) =0 即 Cap 一 yo 二 7 
人 A Jrmtn-l = 0 rey ee 1 Tq 


这 是 一 个 具有 m+n- [不 方程 m+n pr 则 必 有 一 个 自由 变量 ， 因 
此 位 势 不 唯一 。 一 般 可 任 选 y 或 mn 并 令 其 值 为 0， 就 可 得 到 所 有 的 y ，71 
(i=1,2, …, m ;j=1, …, nn) 的 一 组 值 ， 再 由 式 (3-6) 就 可 计算 出 所 有 非 基 变量 的 检 

注意 到 不 同 的 基 变 量 组 {x;} 或 自由 变量 取 不 同 的 值 ， 得 到 位 势 也 是 不 同 的 。 但 对 同一 
组 基 变 量 来 说 ， 所 求 得 的 检验 数 是 唯一 的 。 

【 例 S】 用 位 势 法 检验 例 3 所 得 的 初始 调运 方案 。 

解 : 为 简化 书写 过 程 ， 我 们 可 在 表 3-8 的 基础 上 ， 把 行 差额 和 列 差额 所 在 的 行 和 列 改 
为 填写 对 应 的 位 势 ， 如 表 3-9 所 示 。 同 时 将 按 式 (3-6 ) 得 到 的 所 有 非 基 变量 的 检验 数 用 符 
号 “[ ] "标注 并 填 人 相应 格子 的 左上 角 。 过 程 及 结果 如 表 3-9 所 示 。 
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表 3-9 


3. 运 价 和 矩阵 法 

以 所 有 从 产地 到 销 地 的 运 价 作为 元 素 按 序 构成 运 价 和 矩阵 ， 先 在 运 价 和 矩阵 中 将 基 变 量 对 
应 的 运 价 用 小 括号 括 起 来 ， 然 后 进行 “ 行 加 ”运算 ， 使 得 处 于 同一 列 的 括号 中 的 数字 一 致 ， 
然后 进行 “ 列 减 "运算 ， 使 得 括号 中 的 数字 均 为 0， 则 括号 里 的 数字 0 就 是 相应 基 变 量 的 检 
验 数 ， 而 没有 加 括号 的 数字 就 是 相应 非 基 变量 的 检验 数 。 

【 例 6】 用 位 势 法 检验 例 3 所 得 的 初始 调运 方案 。 

解 : 先 写 出 运 价 和 矩阵 ， 并 将 运 价 矩阵 中 基 变 量 对 应 的 运 价 用 小 括号 括 起 来 ， 然 后 进行 
“ 行 加 ”和 “ 列 减 "运算 ,过程 及 结果 如 下 所 示 : 

(1) (3) 4 6 (Ty A 入 6 
1 § 5 | 3 7 (5) FR 4 4 5 (0) 

3 (2) (1) (4) 4 (3) (2) (5) 3 0) (0 《0) 

可 见 ， 运 价 和 矩阵 法 求 得 的 检验 数 与 闭 回路 法 、 位 势 法 算得 一 样 ， 但 操作 更 简单 。 

【 例 7】 用 位 势 法 检验 例 2 所 得 的 初始 调运 方案 。 

解 : 同 例 6 的 方法 ， 可 得 

四 (3) 4 (6) 中 * (3) 4 | (0) (0) 2 (0) 

3 5 5 Ws6 3 8 (0 5 6 (0) 

$3 2 (1 4 (3) (2) 5 3 (0) (0) -1 

可 见 ，ci =-1<0， 故 用 最 小 元 素 法 得 到 的 初始 调运 方案 不 是 最 优 的 ， 需 要 继续 调整 
调运 方案 。 
3.2.3 调运 方案 的 调整 ( 即 基 可 行 解 的 改进 ) 


当 某 个 非 基 变 量 的 检验 数 小 于 零 时 ， 可 知 当前 的 基 可 行 解 不 是 最 优 解 ， 即 总 运费 还 可 
以 下 降 ， 这 时 就 需 调 整 运 量 ， 改 进 原 运 输 方 案 。 由 于 表 上 作业 法 实质 上 是 单纯 形 法 求解 运 
输 问题 的 一 种 简化 ， 故 改进 运输 方案 的 步骤 是 : 

(1) 确 定 换 入 变量 : 选择 ou=minfoi|oy<0， 1i<m ; 1<j<n} 对 应 的 非 基 变量 x 
作为 换 入 变量 。 
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(0) (0) 2 1 | 


3.2 表 上 作业 法 


(2) 确定 换 出 变量 : 从 换 入 变量 x 出 发 作 一 条 闭 回 路 ,分 别 给 顶点 编号 (或 标 上 符号 
“+" 和 “-") (作法 同 前 ) ， 则 规定 调整 量 9 为 
9= min{ 该 闭 回路 上 所 有 偶 点 的 运 量 x, 


则 选择 *, 作 为 换 出 变量 。 
(3 ) 调 整 运 量 : 按 下 述 规则 调整 ， 得 到 一 组 新 的 基 可 行 解 。 
对 任意 的 ;=1，2，…, m ; J=1,，2，…, m， 新 的 运 量 计算 如 下 : 
Xj+0 ，xij 为 闭 回 路 上 的 奇 点 
x "=x,-0 ,为 闭 回路 上 的 侦 点 (37) 
x;， 坟 不 在 闭 回路 上 
以 上 调整 运 量 的 方法 称 为 闭 回路 法 ， 它 既 可 使 总 运费 下 降 ， 又 可 使 新 的 基本 人 解 可 行 。 
【 例 8】 用 闭 回 路 法 对 例 2 所 得 的 初始 调运 方案 进行 调整 并 检验 它 是 否 为 最 优 解 。 
解 : 由 例 7 知 ， 有 且 只 有 os =-1<0， 故 选择 x3 为 换 和 人 变量。 
从 x 出 发 的 闭 回路 为 : xs ，xyy， x ，Xi4， 故 9=min{x3s， xi} =min{3，3} =3 
这 时 可 从 x, ，x*u 中 任 选 一 个 变量 作为 换 出 变量 ， 则 由 式 (3-7) 可 知 ， 另 一 变量 仍 为 基 变 
量 ， 但 值 变 为 0， 即 得 新 的 基 可 行 解 
基 变 量 为 xz =xX1=4， xp =xia+gO=0，xi4 =x4-0O=0， 
X24 =X24 三 0 ，Xa3 =X33 =5, X34' =Xa4+O=3 
非 基 变 量 为 xD =X13=0, Xa =X21 =0, x =X2 =0, 


r 上 I¢ 
Xn =X =0, Xa =Xa=0, Xa =X3 -0=0 


此 时 的 总 运费 为 57。 
用 运 价 矩 阵 检验 如 下 : 
(1) (3) 4 (6) /(1) (3) 4 (6) (0) (0) 1 (0) 
| 3 二 oj 


3 2 (1) (4) 5 4 (3) (6) 4 1 (0) (0) 
可 见 ， 所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 是 非 负 的 ， 故 该 基 可 行 解 就 是 最 优 解 。 同 时 ， 结 合 例 
6 的 结果 可 知 ， 以 表 3-5 为 平衡 运 价 表 的 运输 问题 的 总 运费 最 小 的 调运 方案 不 唯一 。 
【 例 9】 求 以 表 3-10 为 平衡 运 价 表 的 运输 问题 的 最 优 解 。 


表 3-10 
be B B B, 有 产 量 
产地 
A 5 8 9 2 70 
A 3 6 4 | 7 80 
As 10 12 14 5 40 
- = 
销 量 45 65 50 30 190 
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解 : 用 最 小 元 素 法 求 初 始 基 可 行 解 ， 结 果 见 表 3-11 。 


表 3-11 


45 


35 


80 
4， 3 6 4 7 
25 1 
43 10 12 14 5 40 
销量 b 45 65 50 30 
用 运 价 和 矩阵 法 求 非 基 变 量 的 检验 数 ， 有 
s 9 2) 3 (6 -4 (0) -1 (0) 
By 6 4 了 | WE (WY Ww 而 中 4 (0) 11 
10 (12) (14) 5 10 (12) (14) 5 -3 (0) (0) -1 


因为 min{o ，cy，oa ，oa} =min{-4，-1，-3，-1} =-4， 所 以 这 个 初始 基 可 行 解 
不 是 最 优 解 ， 同 时 选 x 为 换 入 变量 。 因 从 ww 出 发 的 闭 回 路 是 : wx ，xp ，xa ， X33 X73， 
wa1 则 调整 量 为 96=min{x,，x3s，xo} =min{40，15，45} =15， 选 x 为 换 出 变量 。 在 的 
闭 回 路 上 x ，x3y，xw 分 别 加 上 15，xj,，xs3，xai 分 别 减 去 15， 并 且 xs 的 值 0 不 再 标 在 格 
子 右 上 角 ， 其 余 变 量 的 值 都 不 变 ， 调 整 后 得 到 一 组 新 的 基 可 行 解 ， 见 表 3-12。 


表 3-12 


30 | [0] 50 | [7] 
A 3 6 4 7 80 
[1] 40 | [4] [=1] 
3 10 12 14 和 40 
销量 6b 45 65 50 30 


重新 求 出 所 有 非 基 变量 的 检验 数 ， 并 标注 在 表 3-12 相应 格子 里 的 左上 角 。 可 见 0 = 
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3.2 表 上 作业 法 


-1<0， 说 明 还 没有 得 到 最 优 解 ， 则 选 zx 为 换 入 变量 ， 则 在 从 xx 出 发 的 闭 回路 x3, ，x*u， 
xx 上， 给 xs ，xzp 分 别 加 上 9=minfxz，xa} =30， 给 wjy，xy 分 别 减 去 9， 选 x 为 换 
出 变量 。 并 且 x 的 值 0 不 再 标 在 格子 右上 和 角 ， 其 余 变 量 不 变 ， 调整 后 得 到 一 组 新 的 基 可 
行 解 ， 见 表 3-13。 且 将 求 出 的 所 有 非 基 变量 的 检验 数 标注 在 表 3-13 相应 格子 里 的 左上 角 。 


表 3-13 


30 | [0] 50 | [7] 
A, 3 6 4 7 80 
[1] 10 | [4] 30 
As 10 12 14 5 40 
45 65 50 30 


销量 b 


由 表 3-13 可 知 ， 所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 非 钠 ， 因 而 得 到 最 优 解 ， 用 和 矩阵 形式 表示 
如 下 : 


15 55 0 0 
X=|30 0 50 0 
0 10 0 30 


最 小 运费 为 


3 4 
Z= 2 DCx=5x15+8x55+3x30+4x50+12x10+5 x30=1075 


i=1 J=1 


又 由 0,=0 知 ， 最 优 解 不 唯一 。 
3.2.4 表 上 作业 法 计算 过 程 中 需 注意 的 问题 


(1) 在 表 上 作业 法 计算 过 程 中 ， 运 量 调整 ( 即 得 到 新 的 基 可 行 解 ) 后 必须 重新 计算 所 
有 非 基 变量 的 检验 数 。 

(2) 由 于 产销 平衡 的 运输 问题 必定 存在 最 优 解 。 因 此 当 某 个 非 基 变量 (空格 ) 的 检验 
数 为 0 时 ， 该 问题 有 无 穷 多 最 优 解 。 

(3) 用 表 上 作业 法 求解 运输 问题 出 现 退 化 时 ， 在 相应 格子 的 右上 角 一 定 要 填 数字 0， 
以 标注 此 格 为 数字 格 。 

(4) 出 现 退 化 的 两 种 情况 。 

中 在 确定 初始 基 可 行 解 的 各 个 供需 关系 时 ， 若 在 (i, j) 格 填 入 某 数 字 后 ， 出 现 产 地 4， 
的 产量 全 部 用 完 ， 同 时 销 地 B, 的 销量 也 得 到 全 部 的 满足 ， 这 时 为 了 保证 在 产销 平衡 表 上 
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有 m+tn-l 个 数字 格 ( 即 要 保证 有 m+n-1 个 基 变 量 ) ， 则 在 产销 平衡 表 上 只 能 选择 划 去 第 ; 
行 或 第 7 列 。 而 没 被 划 掉 的 列 或 行 在 下 次 确定 运 量 时 ， 必 有 一 个 格子 对 应 的 运 量 为 0， 即 
得 到 退化 基 可 行 解 。 

@@ 用 闭 回路 法 调整 时 ， 若 在 闭 回路 上 出 现 两 个 和 两 个 以 上 偶 点 处 的 运 量 达 到 最 小 值 ， 
这 时 只 能 选择 其 中 一 个 顶点 对 应 的 变量 作为 换 出 变量 。 而 男 一 个 顶点 对 应 的 变量 经 调整 
后 ， 其 值 为 0， 这 时 必须 将 数字 0 标注 在 该 项 点 所 在 格子 的 右上 角 ， 以 表明 它 是 基 变 量 。 

(5) 出 现 退 化 解 后 ， 可 继续 对 运输 方案 进行 改进 调整 时 ， 这 时 可 能 在 某 闭 回路 的 偶 顶 
点 上 有 取 值 为 0 的 数字 格 ， 这 时 应 取 调 整 量 9=0。 


3.3 运输 问题 的 扩展 


3.3.1 目标 极 大 化 的 运输 问题 


当 运 输 问 题 的 目标 追求 极 大 化 时 ， 有 下 面 两 种 求解 方法 。 

(1) 将 极 大 化 问题 转化 为 极 小 化 问题 来 处 理 。 

设 极 大 化 问题 的 运 价 和 矩阵 为 C= (cy) ww， ot C'=(M-cjy) wa， 数 M 是 一 
个 很 大 的 正 数 (一 般 令 M=maxt{c; |i=1， “i Mm; j=1, “, n} )。 则 以 C' 为 运 价 矩 


阵 的 运输 问题 的 目标 函数 为 minZ = > Sse 3 > (M -ch)zi， 故 当 以 C 为 运 价 矩 


阵 的 极 小 化 问题 达到 最 优 解 时 ， 原 李 并 从 问题 也 在 该 谋 达到 最 优 。 
【 例 10】 已 知 从 产地 4; 到 销 地 B, 的 吨公里 利润 如 表 3-14 所 示 ， 问 如 何 安排 运输 方 
案 可 使 总 利润 最 大 。 


表 3-14 
产地 有 有 呈 产量 
A 2 5 8 了 
4 9 10 5 9 
As 8 12 4 12 
销 。 量 | 9 10 9 28 


解 : 取 M=max{c; |i, j=1，2，3} =cy =12， 则 得 到 以 c=M-c; 作 为 “ 运 价 ”的 目标 极 
小 化 运输 问题 的 平衡 运 价 表 ( 表 3-15)。 用 最 小 元 素 法 求 初始 方案 ， 并 计算 所 有 非 基 变量 的 
检验 数 ， 将 数据 填 人 表 3-15 的 相应 位 置 。 可 见 ， 所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 是 非 负 的 ， 故 
得 到 最 优 运输 方案 ， 则 原 问 题 的 最 大 利润 为 Z=8x7+9x9+6x8+5x0+12x10+4x2=265。 
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表 3-15 
销 地 
B B B, 
Pi 产量 
[10] [11] 7 
Al 10 7 4 7 
| [3] 0 
4 3 2 7 9 
[0] 10 2 
4， 4 0 8 12 
销 量 9 10 9 


(2) 不 需 转 化 极 大 化 问题 ， 直 接 处 理 。 

采用 西北 角 法 、 最 大 元 素 法 或 伏 格 尔 法 求 初始 运输 方案 (此 时 伏 格 尔 法 中 的 差额 是 最 
大 元 素 与 次 大 元 素 的 差 ) ， 以 “所 有 非 基 变 量 的 检验 数 mw <0" 为 最 优 性 准则 ， 如 上 例 ， 用 
最 大 元 素 法 求 得 初始 运输 方案 ， 并 计算 出 所 有 非 基 变量 的 检验 数 ， 将 数据 填 人 表 3-16 的 


表 3-16 


可 见 ， 所 有 非 基 变 量 的 检验 数 都 是 非 正 的 ， 故 得 到 最 优 运输 方案 ， 且 结果 与 第 一 种 方 
法 相同 。 


3.3.2 产销 不 平衡 运输 问题 


当 总 产量 与 总 销量 不 相等 | 即 交 a, 六 交 6 ) 时 ， 称 为 不 平衡 运输 问题 。 这 类 运输 问 


题 在 实际 中 常常 碰 到 ， 它 的 求解 思路 是 将 不 平衡 问题 转化 为 平衡 问题 求解 。 
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1. 产 大 于 销 my > > 
对 于 产 大 于 销 ( 即 供过于求 ) 的 运输 问题 (3.2) ， 可 通过 虚拟 一 个 销 地 有 ,的 方法 将 它 
转化 为 平衡 问题 ， 则 销 地 B,, 的 销量 为 5,,， -uh = Ph. 同时 ,假设 各 产地 4, 到 8B 


的 单位 运 价 为 零 ， 即 c,,,,=0 (i=1, 2, …: 这 相当 于 将 产地 4 没 运 完 的 物资 就 地 
存 起 来 。 则 模型 (3-2 ) 转 化 为 平衡 问题 
minZ = 了 
Dia 一 区 本 和. 7 
a pe 2 n+l 


三 0， j=1,2,., m; j=1,2, .£%…,n+1 

2. 销 大 于 产 2 

对 于 销 大 于 产 ( 即 供不应求 ) 的 运输 问题 (3.3) ， 可 通过 虚拟 一 个 产地 4 的 方法 将 它 
转化 为 平衡 问题 ， 则 产地 4， 的 产量 为 = 忆 b - 六 ww。 同时 ， 假 设 产 地 4., 到 各 销 
地 B, 的 单位 运 价 为 零 ， 即 <，=0 (j=1，2，…，n) ， 则 模型 (3.3) 转 化 为 平衡 问题 


将 人 人， zl, 2 i Wt 1 人 sw， 有 
1) 上述 二 丙种 情形 将 不 等 式 化 为 等 式 的 过 程 等 价 于 加 入 松弛 变量 x,,,， 
A et ts 量 在 目标 函数 中 的 系数 为 零 ， 故 目 
标 函 数 不 变 。 
(2 ) 用 最 小 元 素 法 求 产销 不 平衡 运输 问题 的 初始 方案 时 ， 应 先 以 原 运 价 表 为 主 进 行 调 
运 ， 最 后 考虑 虚拟 的 产地 或 销 地 对 应 的 格子 的 调运 。 
3.3.3 无 运输 线路 的 运输 问题 


在 实际 问题 中 ， 有 时 候 会 存在 从 产地 4; 到 销 地 有 无 运输 线路 的 情况 ， 即 x, 二 0。 为 
了 便于 用 表 上 作业 法 来 求解 该 类 问题 ， 可 以 规定 从 4; 到 有 的 单位 运 价 为 ce; =M， 其 中 M 
是 一 个 非常 大 的 正 数 。 

【 例 11】 已 知 某 种 货物 要 从 三 个 产地 4, ，4,，4; 运往 四 个 销 地 B,，B,,，B;，B,。 已 
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3.3 运输 问题 的 扩展 


知 每 件 产品 的 运 价 为 0. 2 元 /公里 ，4, 到 B, ，4; 到 B, 均 无 运输 线路 ， 
所 示 。 试 求 最 优 调运 方案 。 


其 他 数据 如 表 3-17 


里 程 表 公里 


表 3-17 


A, 300 100 400 200 800 
A 100 = 300 500 500 
| 十 
销 是 450 650 500 300 1900 \ 2000 


解 : 因为 > a,=2000 > > =1900， 所 以 在 这 个 不 平衡 问题 中 要 虚拟 一 个 销量 为 


bs;=2000-1900=100 的 销 地 B;，cs=0 (i=1,，2，3) 将 其 转化 为 平衡 问题 。 又 因为 4, 到 
B,，4, 到 B, 均 无 运输 线路 ， 所 以 令 cj,=cs,= 导 ， 则 可 得 表 3-18。 


表 3-18 


20 


650 


80 


40 


150 


800 


A, 20 


450 


M 


60 


500 


450 


650 


500 


用 伏 格 尔 法 求 初 始 调运 方案 ， 并 填 人 表 3-18 中 。 用 运 价 和 矩阵 法 计算 检验 数 


40 M 
60 (20) 
(20) M 


(20) 
80 
60 


(60) 
(40) 
100 


(0) 


0 


(0) 


/40 M (20) 
到 80 (40) 100 
(20) M 60 

20 M-40 (0) 

| 60 (0) 80 
(0) M-40 40 


(60) 
(60) 


100 
(0) 
(0) 
40 


(0) 


(0) 
(0) 
20 
(0) 
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因为 所 有 检验 数 非 负 ， 故 已 得 最 优 运输 方案 : 

产地 4, 运 500 件 到 销 地 8;， 运 150 件 到 销 地 B,; 产地 4, 运 650 件 到 销 地 8B,， 运 150 
件 到 销 地 B,; 产地 4; 运 450 件 到 销 地 Bi 。 产 地 4 和 产地 4; 各 剩余 50 件 。 总 运费 为 (20x 
500+60x150+0x50+20x650+40x150+20x450+0x50) = 47000 元 。 


3.3.4 需求 量 不 确定 的 运输 问题 


【 例 12】 在 表 3-19 给 出 的 运输 问题 中 ,假定 已, 的 需要 量 是 20 到 60 之 间 ，B, 的 需要 
量 是 50 到 70 ， 试 求 极 小 化 问题 的 最 优 解 。 


表 3-19 
有 B, B, 8B, 产量 a 
A 5 9 2 3 60 
A, 一 4 7 8 40 
4 3 6 4 2 30 
A, 4 8 10 11 50 
销量 5 20 60 35 45 160 \ 180 


解 : (1) 因 总 产量 为 180， 车 按 B, ，…，B, 的 最 低 需 求 量 20+50+35+45 =150， 这 时 间 
题 属 于 产 大 于 销 的 类 型 ， 但 若 按 B, ，…，B, 的 最 高 需求 是 60+70+35+45 =210， 这 时 间 题 
属于 销 大 于 产 的 类 型 。 

(2) 因 B, 和 B, 的 需要 量 不 确定 ,但 它们 的 最 低 需 求 必须 满足 ， 为 此 需 将 Bi 与 B, 各 分 
成 两 部 分 Bi，Bi 和 B;，B;， 其 中 Bl ，B1 的 需求 量 分 别 是 20 与 40，B;，B; 的 需求 量 分 
别 是 50 与 20。 

(3) 对 于 销 大 于 产 的 问题 ， 必 须 虚 拟 一 个 产地 4; ， 产 量 是 210-180=30， 同 时 须 注 意 
4; 的 产量 只 能 供应 户 和 访 ， 则 4h; 到 Bi 和 B; 的 运 价 为 零 ， 到 其 他 销 地 的 运 价 均 为 W。 则 
可 得 如 下 的 产销 平衡 表 3-20。 


表 3-20 
B! B? B) B | 8, B, 产量 a 

4 |， 注 中 沁 9 9 多 3 60 

4 M | M 4 4 7 8 40 

4, 3 3 6 6 4 2 30 

A 4 4 8 8 10 11 50 

h; M 0 M 0 M M 30 
销量 4b 20 40 50 20 35 45 210 


3.3 运输 问题 的 扩展 


用 表 上 作业 法 计算 ， 得 到 如 表 3-21 所 示 的 最 优 方案 。 


表 3-21 
Bi 忆 B,! B,’ B, B, a 
E 
A 35 25 60 
A 40 40 
4 0 10 20 30 
1 -十 
A, 20 30 50 
hs 10 20 30 
b, 20 40 50 20 | 35 45 210 
ee de | wos Ee EE ee 


表 中 x! =0 是 基 变 量 , 说 明 这 组 解 是 退化 基 可 行 解 ， 空 格 处 对 应 的 变量 是 非 基 变量 。 
B,，B,，B,;，B, 实 际 收 到 产品 数量 分 别 是 50，50，35 和 45 个 单位 。 


3.3.5 转运 问题 


在 实际 生活 中 ,许多 物资 的 调运 不 是 直接 由 产地 运 到 销 地 ， 而 会 出 现下 面 几 种 情况 : 
(1) 产 地 和 销 地 之 间 没 有 直达 的 线路 ， 物 资 由 产地 运 到 销 地 时 必须 经 过 若干 中 转 站 。 
(2) 产地 和 销 地 之 间 虽 然 有 直达 的 线路 ， 但 按 直达 线路 运输 的 成 本 比 经 过 若干 中 转 站 

到 达 的 成 本 还 高 。 

(3) 某 些 产地 既 可 输出 物资 ， 又 可 接纳 部 分 物资 ， 某 些 销 地 既 可 接纳 物资 ， 又 可 输出 

部 分 物资 ， 即 产地 和 销 地 都 具有 双重 身份 。 
含有 以 上 情况 的 运输 问题 ， 统 称 转运 问题 。 
解决 转运 问题 的 思路 ， 仍 是 要 先 将 其 转化 为 产销 平衡 的 运输 问题 ， 再 用 表 上 作业 法 求 

解 。 为 此 ， 需 作 如 下 假设 : 

(1) 根 据 具体 问题 给 出 最 大 的 可 能 中 转 量 D， 其 中 D > max{ a， >b); 
(2) 原 产地 4 视 为 产地 时 其 产量 改 为 a,+D， 视 为 销 地 时 其 销量 为 D， 

(3) 原 销 地 有 视 为 销 地 时 其 销量 改 为 a,+D， 视 为 产地 时 其 产量 为 D; 

(4) 原 中 转 站 7, 视 为 产地 和 销 地 时 ， 其 产量 和 销量 均 为 D; 

(5) 产地 4,(B; 或 7) 到 销 地 4,(B, 或 7,) 的 运 价 为 0， 即 自己 到 自己 的 运 价 为 0。 
【 例 13】 已 知 某 物资 每 天 的 产量 、 销 量 及 单位 运 价 (元 / 吨 ) 如 表 3-22 所 示 。 
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表 3-22 


4 bp| 4 10 5 9 
销 量 3 6 5 6 20 


如 果 假 定 : 这 些 物 资 在 三 个 加 工厂 之 间 ， 在 四 个 销 地 之 间 及 产地 、 销 地 和 四 个 纯粹 的 
中 转 站 之 间 都 可 相互 调运 ， 且 相应 的 运 价 如 表 3-23 所 示 。 问 在 考虑 到 产销 地 之 间 直 接 运 
输 和 非 直接 运输 的 各 种 可 能 方案 的 情况 下 ， 如 何 将 三 个 厂 每 天 生产 的 产品 运往 销售 地 ， 使 
总 的 运费 最 少 。 


表 3-23 
吕 产 地 中 间 转 运 站 销 地 

项 
A A A, Tr 7 7, J B, B, B, B, 
六 4 0 1 3 和 1 4 3 3 11 3 10 
4， 1 三 3 5 一 | 1 9 2 8 
多 3 0 一 2 3 | 4 10 5 
中 7 2 3 1 0 1 3 2 和 8 4 6 
转 7 | 5 :一 1 0 1 1 4 5 六 7 
运 天 | p 3 1 0 2 1 8 2 4 
站 也 3 2 3 gj 1 2 0 1 2 2 6 

上 

B 3 1 可 2 4 1 1 0 1 4 和 
销 B, 11 9 4 8 5 8 二 1 0 2 1 
地 B, 3 多 10 4 多 4 pl 0 3 
B, 10 8 5 6 7 4 6 2 ] 3 0 


解 : 从 表 3-23 可 看 出 ， 从 4) 到 B, 每 吨 产品 的 直接 运费 为 11 元 ， 如 从 4, 经 4, 运往 
B, ， 每 吨 运 价 为 3+4=7 元 ， 从 4, 经 也 运往 B 只 需 1+5=6 元 ， 而 从 4, 到 有 , 运费 最 少 的 
路 径 是 从 4 经 4 、B 到 B,， 每 吨 产品 的 运费 只 需 1+1+1=3 元 。 可 见 ， 这 个 问题 中 从 每 
个 产地 到 各 销 地 之 间 的 运输 方案 是 很 多 的 。 为 了 把 这 个 问题 仍 当 做 一 般 的 产销 平衡 运输 问 
题 来 处 理 ， 可 以 这 样 处 理 : 

(1) 由 于 问题 中 所 有 产地 、 中 转运 站 、 销 地 都 既 可 以 看 做 产地 ， 又 可 以 看 做 销 地 。 因 
此 把 整个 问题 当做 有 11 个 产地 和 11 个 销 地 的 扩大 的 运输 问题 。 

(2) 对 扩大 的 运输 问题 建立 产销 平衡 运 价 表 。 方 法 是 将 表 3-22 中 无 运输 线路 的 对 应 
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3.4 运输 模型 的 应 用 举例 


运 价 用 任意 大 的 正 数 MM 代替， 自己 到 自己 的 运 价 定 为 0 。 

(3) 所 有 中 间 转 运 站 的 产量 等 于 销量 。 由 于 运费 最 少时 不 可 能 出 现 一 批 物资 来 回 倒 运 
的 现象 ， 所 以 每 个 转运 站 的 转运 数 不 超 过 20 吨 。 可 以 规定 7 ，7T,，7T,，7, 的 产量 和 销量 
均 为 20 吨 。 

(4) 扩 大 的 运输 问题 中 原来 的 产地 与 销 地 因为 也 有 转运 站 的 作用 ， 所 以 三 个 厂 每 天 的 
产量 改 成 27，24，29 吨 ， 销 量 均 为 20 吨 ;四 个 销售 点 的 每 天 销量 改 为 23，26，25 ，26 
吨 ， 产 量 均 为 20 吨 。 

则 可 写 出 扩大 的 运输 问题 的 产销 平衡 运 价 表 ( 表 3-24) ， 故 用 表 上 作业 法 求解 即 可 (请 
读者 自行 计算 ) 。 


表 3-24 

B B, 
4 0 1 3 2 1 4 | 3 3 11 3 10 27 
4 1 0 M 3 5 M 2 1 9 2 8 24 
A 3 M 0 1 M pl 3 7 10 5 29 

3 bea et 站 下 

7 名 3 1 0 1 3 2 | 8 4 6 20 
也 1 5 M 1 0 1 1 4 5 2 7 20 
人 4 M 3 1 0 入 1 8 2 4 20 
7 3 2 3 2 1 | 0 1 M 2 6 20 

| | 
有 3 1 7 2 4 1 1 0 1 4 2 20 
有 11 9 4 8 5 8 M 1 0 1 20 
B, 3 2 10 4 2 2 2 4 2 0 3 20 
B, 10 8 5 6 7 4 6 2 1 3 0 20 

| 
销 量 20 |120 |120 |120 |120|120|120 |23 |26 | 25 | 26 
人 


3.4 运输 模型 的 应 用 举例 


运输 模型 是 线性 规划 模型 的 一 种 特例 ， 在 生产 实践 中 有 着 广泛 的 应 用 。 一 些 看 似 与 运 
输 问题 无 关 的 问题 ， 经 过 整理 变形 ， 却 可 得 到 类 似 平衡 运输 问题 的 表格 ， 即 可 转化 为 用 运 
输 问 题 的 表 上 作业 法 求解 。 下 面 举例 加 以 说 明 。 

【 例 14】 现 有 四 项 工作 要 指派 给 甲 、 乙 两 人 完成 ， 要求 每 人 完成 两 项 工作 。 已 知 
两 人 完成 各 项 工作 的 时 间 ( 小时) 如 表 3-25 所 示 ， 问 如 何 安排 工作 才能 使 总 的 工作 时 间 
最 少 。 
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表 3-25 
A B C D 
甲 | 15 20 9 | 10 
也 12 16 10 12 


解 : 将 甲 和 乙 分 别 看 做 是 产量 均 为 2 的 产地 ， 四 项 工作 4，B,，C, D 分 别 看 做 是 销量 
均 为 1 的 销 地 ， 则 该 问题 就 转化 为 了 如 表 3-26 所 示 的 平衡 运输 问题 。 


表 3-26 


用 表 上 作业 法 可 求 得 最 优 的 工作 分 配 是 : 甲 完 成 工作 C 和 DD, 乙 完 成 工作 4 和 B， 总 
的 工作 时 间 为 Z=47( 小 时 ) 。 

【 例 15】 某 种 物资 要 从 甲 、 乙 两 地 运往 三 个 销 地 ， 有 关 数 据 如 表 3-27 所 示 。 若 假定 
产地 甲 、 乙 都 允许 存储 该 物资 ， 同 时 三 个 销 地 也 都 允许 缺 货 ， 则 如 何 安排 调运 方案 可 使 总 
的 支付 费用 最 低 ? 


表 3-27 


销 量 100 50 150 
缺 货 费 /单价 3 5 8 


解 : 先 虚 拟 一 个 销 地 4, 令 cs =7， cs=4， 即 从 甲 、 乙 两 地 运送 物资 到 销 地 4 时 相当 
于 把 物资 分 别 存储 在 甲 、 乙 两 地 ， 故 销 地 4 的 销量 为 甲 、 乙 两 地 的 总 产量 400; 再 先 虚 拟 
一 个 产地 两 ， 令 c=3，cs=5，cw=8，cw=0， 即 从 丙 运 送 物 资 到 销 地 1，2，3 相当 于 销 
地 1，2，3 缺 货 ， 故 产地 丙 的 产量 为 销 地 1，2，3 的 总 销量 300。 则 该 问题 的 平衡 运 价 表 
如 表 3-28 所 示 。 
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3.5 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


表 3-28 


一 一、 铺 地 


1 2 3 4 产量 
产地 | 由 

甲 3 11 了 7 200 

世 4 5 2 4 200 

两 3 5 8 0 300 

销量 100 50 150 400 700 


用 表 上 作业 法 可 求 得 最 优 的 调运 方案 : 产地 甲 调运 100 单位 物资 到 销 地 1， 剩 下 100 
单位 物资 存储 ， 产 地 乙 分 别 调运 50 ，150 单位 物资 到 销 地 2 和 销 地 3。 销 地 1，2，3 都 得 
到 满足 ， 不 缺 货 。 总 的 支付 费用 为 100x3+100x7+50x5+150x2=1550。 

【 例 16】 某 工厂 在 4 ~7 月 需 供 应 某 产品 13，25，20，10( 吨 ) ， 现 知 该 厂 每 月 的 生 
产能 力 和 产品 的 单位 成 本 如 表 3-29 所 示 。 若 当月 生产 的 产品 不 在 当月 使 用 ， 每 吨 产 品 须 
付 存储 费 3 元 /月 。 又 设 6 月 底 仓库 必须 全 部 清空 ， 则 该 如 何 安排 生产 ， 可 使 这 四 个 月 总 
的 生产 费用 最 少 ? 


表 3-29 


月 
生产 能 力 / 吨 
单位 成 本 


解 : 设 用 cj 表示 第 i 月 生产 第 j 月 使 用 的 产品 的 实际 成 本 ， 即 6 为 第 i 月 的 单位 生产 
成 本 与 存储 费 之 和 。 同 时 当 i>j 时 , 令 c;=M， 则 原 问 题 就 转化 为 了 如 表 3-30 所 示 的 “运输 
问题 ” O 

可 见 ， 这 是 个 “ 产 大 于 销 " 的 不 平衡 问题 ,需要 再 虚拟 一 个 销 地 ， 将 其 转化 为 平衡 问 
题 求解 ， 具 体 求解 请 读者 自行 计算 。 


表 3-30 
月 份 4 号 6 7 产 “ 量 
4 7 10 13 M | 25 
5 M 5 8 M | 18 
6 M M 8 M 32 
M M M 5 16 
销 量 15 25 20 10 70\ 81 
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3.5 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


运输 问题 是 一 类 特殊 的 线性 规划 问题 ， 因 此 1. 9 节 涉 及 的 软件 都 是 可 以 用 来 求解 运输 
问题 的 ， 在 此 ， 不 再 一 一 详细 叙述 ， 只 对 需要 改变 或 注意 的 事项 进行 说 明 。 

下 面 用 具体 案例 来 说 明 “ 管 理 运筹 学 "2.0，Excel，Lindo 及 Matlab 软件 求解 运输 问题 
的 主要 过 程 。 


3. 5.1 “管理 运筹 学 ”2. 0 软件 求解 运输 问题 


在 “管理 运筹 学 ”2. 0 软件 中 当然 可 以 用 线性 规划 程序 来 求解 运输 问题 ， 它 的 优点 是 输 
出 信息 多 ， 可 以 进行 灵敏 度 分 析 ， 可 知 最 优 解 不 变 时 ， 单 位 运 价 的 不 变 范围 ; 也 可 知 产 
量 、 销 量 的 对 偶 价 格 ， 及 它们 各 自在 什么 范围 内 变化 时 可 使 其 对 偶 价 格 不 变 。 但 缺点 是 不 
仅 输入 很 麻烦 ， 而 且 线性 规划 程序 相对 复杂 ， 解 决 不 了 规模 大 的 运输 问题 。 为 此 ， 求 解 运 
输 问题 时 要 用 "管理 运筹 学 ”2. 0 软件 中 的 “运输 问题 " 子 模块 ， 它 不 仅 输入 简单 (输入 数据 
有 : 产地 数 、 销 地 数 、 产 地 的 产量 、 销 地 的 销量 、 各 产地 到 各 销 地 的 单位 运 价 ) ， 而 且 不 
平衡 运输 问题 可 以 直接 求解 ， 无 需 先 转化 为 平衡 运输 问题 。 

【 例 17】 茶 公 司 从 产地 A,，4, 将 产品 运往 销 地 B,，B,，B;， 各 产地 的 产量 、 各 销 地 
的 销量 以 及 从 各 产地 到 各 销 地 的 单位 运 价 如 表 3-31 所 示 。 问 如 何 调运 可 使 总 的 运费 最 少 ? 


表 3-31 
当地 
2 B B 有 产 量 
产地 
4 13 15 12 75 
A, 11 29 22 45 
销 量 53 36 65 154\ 120 


解 : 设 x;j 为 从 i 个 产地 运往 第 j 个 销 地 的 运 量 (i=1, 2 ; j=1, 2,，3)， 则 可 得 此 运输 
问题 的 线性 规划 模型 : 
minZ = 13xil+15xiz+12xi3+11x2 +29%,,+22%, 
xu+xztxa=75 (产地 4 的 产量 条 件 ) 
xatxw+xw=45 (产地 4, 的 产量 条 件 ) 
Xl1+x2 S53 (需求 地 B, 的 销量 条 件 ) 
x+x E36 (需求 地 B, 的 销量 条 件 ) 
wiatx3 E65 (需求 地 B, 的 销量 条 件 ) 
x;j 宇 0, i=1, 2; j=1, 2, 3 
下 面 用 “管理 运筹 学 "2.0 软件 求解 上 述 线性 规划 问题 。 
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在 “管理 运筹 学 ”2.0 主 窗口 中 点 击 “ 运 输 问 题 " 模块 按钮 ， 在 弹出 的 界面 中 再 点 击 “ 新 
建 "按钮 ， 然 后 输入 相关 数据 ， 输 入 完毕 ， 点 击 “ 解 决 " 按 钮 ， 就 可 得 该 运输 问题 的 最 优 
解 。 

下 面 给 出 该 例 的 两 种 求解 方式 的 部 分 界面 : 

(1) 不 转化 为 平衡 运输 问题 求解 (图 3-1 、3-2)。 


ee 


2 本 Db 
此 运输 问题 的 成 本 或 收益 为 :1409 


注释 ; 总 需求 量 多 出 总 供应 量 ”34 
第 2 个 销 地 未 恋 满 足 ， 缺少 4 


图 3-2 输出 结果 界面 
(2) 转 化 为 平衡 运输 问题 求解 (图 3-3、3-4)。 


输入 Dr ee en WM 
| 地 个 数 勿 弛 个 数 站 目标 函数 [了 条 


译 在 下 表 中 钢 入 从 产地 到 销 地 的 运 澡 单价 


地) 销 地 | 本 | 如 |B3 | 产量 | 
BL 13 15 4 75 
i il 29 2 45 
3 Do, 0 0 34 
| 53 36 65 站 
图 3-3 数据 界面 


从 图 3-2 和 图 3-4 可 见 ， 输 出 结果 信息 是 完全 一 致 的 。 即 得 到 最 优 调 运 方案 为 : 从 产 

地 4, 运往 销 地 Bi ，B, ，B 的 物资 数量 分 别 为 8，2，65; 从 产地 4, 运往 销 地 B,，B,，B, 的 

物资 数量 分 别 为 45，0，0， 可 见 产地 4, ，4, 的 产量 已 全 部 运 完 ， 销 地 B, ，B, 的 销量 已 全 
部 满足 ， 而 销 地 B, 还 未 得 到 满足 ， 还 差 34 个 单位 。 
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加 回回 


图 3-4 输出 结果 界面 


3.5.2 ”Excel 求解 运输 问题 


Excel 没有 提供 专门 求解 运输 问题 的 方法 ， 它 是 直接 把 运输 问题 当做 线性 规划 问题 来 
求解 的 ， 故 对 不 平衡 运输 问题 可 以 直接 求解 ， 也 可 以 先 转 化 为 平衡 运输 问题 再 求解。 

下 面 用 Exeel 来 求解 例 17 中 的 运输 问题 。 

先 将 例 17 中 的 不 平衡 运输 问题 转化 为 平衡 运输 问题 ， 再 将 数据 输入 Excel， 如 图 3.5 
所 示 。 


Ba 2 | 1 29 22 Fo 
5 | A3 0 0 0 34 
16 | 销量 53 36 65 


7 
.3 产地 \ 销 地 Bl B2 B3 产量 


| Al 


其 中 ,决策 变量 对 应 的 单元 格 是 B9: D11， 目标 单元 格 是 B14， 其 计算 公式 为 “= 
SUMPRODUCT( B3: D5, B9:D11)”, 

产量 列 各 单元 格 分 别 对 应 产量 约束 的 左边 表达 式 ， 其 计算 公式 分 别 为 

E9: =SUM(B9:D9) E10: =SUM(B10: D10) El1: =SUM(B11: D11) 

销量 行 各 单元 格 分 别 对 应 销量 约束 的 上 边 表达 式 ， 其 计算 公式 分 别 为 

B12: =SUM(B9:Bl1) C12: =SUM(C9:C11) D12. =SUM(D9:D11) 

“规划 求解 参数 ”对 话 框 的 设置 如 图 3-6 所 示 。 

点 击 “ 选 项 ”按钮 ， 在 弹出 的 “规划 求解 选项 ”对 话 框 中 选择 “采用 线性 模型 "和 “假定 
非 负 ” 复 选 框 ， 再 点 击 “ 确 定 ” 按 钮 ， 回 到 “规划 求解 参数 "对 话 框 ， 再 点 击 “ 求 解 ”按钮 ， 
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| 设置 目标 单元 格 到) : 本 FS 
等 于 : 人 最 大 值 GD 加 最 小 值 (QD 全 及 (yy: [0 [ER 

| 可 变 单元 格 (B): 

$889:9D821 国 ENG x 

| 约束 人 D: ” 

| TsB$12:4D$12 = $B$6:$D$6 -| [添加 (a)》 

| $ES9:$ES11 = $ES3:$E$5 | ET 二 部 重 设 

| | 匡 &@9 Th 

| 帮助 2] | 


Re G 二 i I 
2 产地 \ 销 地 Bi B: B3 产量 
医 电 Al 13 15 12 78 
A2 jl 29 22 45 
| A3 0 0 0 3 
5 | 销量 53 36 65 
了 
.86 产地 \ 销 地 BI B2 B3 产量 
Al 8 2 65 75 
A2 45 0 0 45 
AS 0 34 0 34 
销量 53 36 es |] 
王 | 总 运费 1409 ek lj 
4 4 * MX 司 忆 性 报 告 1/ 报 限 值 的 知 1) Sbeet14 Sbeet2/Sheet3] | 
就 堵 
图 3-7 


可 见 ， 求解 结 果 同 “管理 运筹 学 ”2.0 软件 计算 的 一 样 。 由 于 Excel 是 直接 把 运输 问题 
当做 线性 规划 问题 来 求解 的 ， 故 如 需 灵 敏 度 分 析 结 果 ， 可 在 弹出 的 “规划 求解 结果 ” 框 中 
选择 右边 列 出 的 三 个 报告 中 的 相应 部 分 即 可 ， 此 处 不 再 详 述 。 


3.5.3 Lindo 软件 求解 运输 问题 


Lindo 软件 也 是 直接 把 运输 问题 看 做 线性 规划 问题 来 求解 的 ， 故 对 不 平衡 运输 问题 可 
以 直接 求解 ， 也 可 以 先 转化 为 平衡 运输 问题 再 求解 。 

【 例 18】 某 工 三 有 三 个 车 间 ， 现 生产 四 种 产品 4，B,，C，D。 根据 订货 和 市 场 预 测 ， 
这 四 种 产品 的 需求 量 如 下 : 产品 4 最 少 300 件 ， 最 多 600 件 ; 产品 B 最 少 100 件 , 产品 C 
最 多 300 件 ， 产 品 D 只 需要 700 件 。 如 车 间 3 除了 不 能 生产 产品 B 外 ， 三 个 车 间 均 能 生产 
所 有 产品 ， 它 们 的 生产 能 力 和 单位 生产 成 本 如 表 3-32 所 示 。 问 怎样 安排 生产 可 使 总 成 本 
最 小 ? 
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表 3-32 
7 训 4 B C D 生产 能 力 
车 间 
二 
1 13 15 12 17 1000 
2 11 29 22 15 400 
有 19 12 23 = 500 


解 : 该 生产 计划 问题 可 看 成 一 个 需求 量 有 上 下 界 要 求 的 “运输 问题 ”。 因 为 三 个 车 间 
的 总 生产 能 力 为 1900 件 ， 所 以 产品 B 最 多 只 能 生产 1900-(300+700)= 900 件 ， 则 各 产品 
的 最 大 需求 量 和 最 小 需求 量 如 表 3-33 所 示 。 


表 3-33 


2 
[elal 


最 小 需求 量 


最 大 需求 量 


可 见 ， 最 大 需求 量 为 2300> 总 生产 能 力 1900， 故 这 是 一 个 “ 销 大 于 产 ” 的 不 平衡 运输 
问题 ， 则 虚拟 一 个 生产 能 力 为 2300-1900 = 600 的 车 间 4。 由 于 最 小 需求 是 必须 满足 的 ， 
故 产品 4 要 一 分 为 二 地 来 看 ， 下 面 用 4 表示 产品 4 的 必须 满足 的 那 一 部 分 ， 用 4, 表 示 产 
品 4 的 不 一 定 要 满足 的 那 一 部 分 。 产 品 B 不 需要 这 样 处 理 ， 原 因 在 于 满足 4，C, D 的 最 
大 需求 量 之 后 ， 剩 余 的 生产 能 力 1900-(600+300+700)= 300 是 可 以 满足 B 的 最 小 需求 量 
的 。 又 因为 车 间 3 不 能 生产 产品 BB， 虚拟 的 车 间 4 也 是 不 能 满足 4, 和 D 的 ， 故 可 设 这 几 处 
的 成 本 为 M(M 是 很 大 的 正 数 ) ， 则 可 得 表 3-34 所 示 的 “平衡 运 价 表 ”。 


表 3-34 
1 13 13 15 12 好 1000 
2 i1 11 29 22 15 400 
3 19 19 12 23 M 500 
4 M 0 0 0 M 600 
需求 量 300 300 900 300 700 2500 
ie 


上 述 “ 运 输 问题 "的 线性 规划 模型 为 
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3.5 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


minZ =13xu+13xa+15xia+12xi4+17xi5s+11x21 二 11x22 十 29x23 二 22x24 十 15x25 
+19x3i +19%3, +12x33 +23x3 +Mx3s +Mxa +Mxas 

Xi11 十 %i2 +X13+%14+%1s = 1000 
X21 十 %22 十 %23 十 X24 十 X25 = 400 
Xa xz 十 Xag 二 Xia 十 Xi5 = FOO 
X41 十 Xd2z 十 Y43 十 X44 十 %45 三 600 
X11 +%2 十 YX31 十 Xal =300 
Xiz+X22 二 X%322+X = 300 
Xi3 十 %23 十 YX3y 十 X43 = 900 
Xi4 十 X24+X34 二 X44 = 300 
Xi15 十 %25 十 X%as 二 4 二 700 
wy0, i=1, 2, 3, 4; 7=1, 2, 3,; 4, 5 

下 面 用 Lindo 软件 求解 上 述 线 性 规划 问题 。 

打开 Lindo 软件 ， 输 入 上 述 线性 规划 模型 ， 由 于 M 是 很 大 的 正 数 ， 故 在 此 取 1 = 

10000。 输 入 模型 的 界面 如 图 3-8 所 示 。 


min 13x11*13x12+1Sx13+12x14*17xX15+11x21+11x22+29x23+*22x24 过 
15x%25*+19x31+19x32*12x33+23x34+ 19999x35+ 10800x41+ 10080N5 


st 
xi1irx12+x13rx1h*x15=1900 
X21+x22+x23+*x24*x25=400 
X31*x32*x33+*X34x35=500 
LA 
X11+x21+x31+xH1=388 
X12*%22+X32+x42=389 
X19+x23+x39+x43=-908 
X1N+X2N+X3AN+XAS=3GB 
X15*X25+X35+XA5=788 


图 3-8 


点 击 “Slove" 按钮 ， 求 解 结果 如 图 3-9 所 示 。 
由 图 3-9 可 知 ， 安 排 车 间 2 生产 产品 4 400 件 ， 车 间 3 生产 产品 8 500 件 ， 车 间 1 生 
产 产品 C 300 件 和 产品 D 700 件 ， 不 仅 可 使 需求 得 到 满足 ， 还 可 使 总 成 本 最 小 。 


3. 5.4 ”Matlab 软件 求解 运输 问题 


Matlab 软件 中 没有 自 带 的 专门 求解 运输 问题 的 函数 ， 但 由 于 运输 问题 是 具有 特殊 结构 
的 线性 规划 问题 ， 因 而 可 以 调用 linprog ( ) 函数 来 求解 。 但 观察 例 8 就 可 知 ， 当 问题 的 规 
模 达 到 一 定 程度 ， 这 样 求解 是 非常 不 方便 的 。 为 此 ， 文献 [12] 中 提供 了 一 个 专门 求解 运 
输 问题 的 函数 Trans Prog( ) 函数 ， 无 论 是 平衡 还 是 不 平衡 运输 问题 ， 该 郴 数 都 适用 。 
该 函数 的 调用 形式 为 


[x, fy]= Trans Prog(c, bl, b2) 
运 价 和 矩阵 ; bl 一 一 产量 列 向 量 ; b2 一 一 销量 列 向 量 。 
最 优 运 量 和 矩阵 ; fv 最 优 运 输 总 费用 。 


式 中 ， 输 入 参数 为 c 
输出 参数 为 x 
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例如 ， 对 例 8 中 的 “运输 问题 ”， 取 NM= 10000， 可 在 Matlab 的 命令 窗口 中 输入 如 下 程 
序 : 
c=[13 13 15 12 17; 11 11 29 22 15; … 
19 19 12 23 10000; 10000 0 0 0 10000]; 
bl=[1000 400 500 600]’; 
b2=[300 300 900 300 700]’; 
[x, fy]= Trans_ Prog(ce, bl, b2) 
请 读者 自行 运行 求 得 结果 。 


讨论 、 思 考题 


1. 对 平衡 运输 问题 ， 试 给 出 一 种 新 的 求 初始 调运 方案 的 方法 。 

2. 求解 运输 问题 时 ， 运 输 问题 的 基 变 量 有 何 特点 ? 

3. 用 最 小 元 素 法 或 伏 格 尔 法 求 运输 问题 的 初始 调运 方案 时 ， 为 什么 按照 一 定 的 步骤 
产生 的 一 组 变量 不 会 构成 闭 回 路 ， 其 取 值 非 负 ， 且 总 数 为 mtn-l 个 ? 

4. 怎样 理解 运输 问题 中 的 非 基 变量 的 检验 数 ? 

5. 何 时 平衡 运输 问题 有 无 穷 多 最 优 解 ? 是 以 例 10 中 表 3-14 为 例 加 以 说 明 ， 并 给 出 3 
个 最 优 解 。 

6. 试 给 出 一 种 新 的 求 最 大 值 运输 问题 的 方法 。 

7. 运输 问题 是 一 类 特殊 的 线性 规划 问题 ， 故 可 用 同样 的 思路 进行 灵敏 度 分 析 ， 考 虑 : 

(1) 如 运输 问题 的 单位 运 价 表 的 第 i 行 的 元 素 cj 都 加 上 一 个 常数 k， 则 最 优 解 是 否 发 
生变 化 ? 目标 函数 值 怎么 变化 ? 

(2) 如 运输 问题 的 单位 运 价 表 的 第 > 列 的 元 素 cr 都 加 上 一 个 常数 上 ， 则 最 优 解 是 否 发 
生变 化 ? 目标 函数 值 怎么 变化 ? 
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8. 总 结 书 中 所 涉及 运输 问题 建 模 的 规律。 
本 章 小 结 


本 章 在 分 析 运 输 问题 特征 的 基础 上 ， 先 介绍 了 求解 运输 问题 的 表 上 作业 法 。 接 着 对 平 
衡 运 输 问 题 进行 了 扩展 ， 介 绍 了 各 类 非 平衡 运输 问题 转化 为 平衡 运输 问题 的 方法 。 最 后 还 
通过 其 体 的 实例 ， 介 绍 把 一 些 看 似 与 运输 问题 无 关 的 问题 转化 为 用 运输 问题 的 表 上 作业 法 
求解 。 

本 章 学 习 要 求 如 下 : 

(1) 了解 运输 问题 的 数学 模型 ， 能 建立 有 关 问 题 的 运输 模型 。 

(2) 掌 握 求解 运输 问题 的 表 上 作业 法 。 这 包括 用 西北 角 法 、 最 小 元 素 法 、 伏 格 尔 法 求 
初始 调运 方案 ; 用 闭 回路 法 、 位 势 法 、 运 价 矩 阵 法 求 检验 数 以 判别 方案 是 否 最 优 ; 用 闭 回 
路 法 调整 等 步骤 。 

(3) 掌 握 将 不 平衡 的 运输 问题 化 成 产销 平衡 问题 求解 的 方法 。 


习 题 
1. 选择 题 


(1) 在 产销 平衡 运输 问题 中 ， 设 产地 为 m 个 ， 销 地 为 n 个 ， 那 么 解 中 非 零 变 量 的 个 数 
(: , 


A. 不 能 大 于 (m+n-1) B. 不 能 小 于 (m+tn-1) 
C， 等 于 (m+n-1) D. 不 确定 | 
(2) 有 4 个 产地 5 个 销 地 的 平衡 运输 问题 模型 具有 特征 ( ya 
A， 有 9 个 基 变 量 B.， 有 8 个 约束 

C.， 有 20 个 约束 D. 有 20 个 变量 


(3) 在 解 运输 问题 时 ， 若 已 求 得 各 个 空格 ( 即 非 基 变量 ) 的 检验 数 ， 则 选择 调整 格 ( 即 
换 和 变量) 的 原则 是 ( ) 。 

A. 在 所 有 空格 中 ， 挑 选 绝 对 值 最 大 的 正 检验 数 所 在 的 空格 作为 调整 格 

B. 在 所 有 空格 中 ， 挑 选 绝 对 值 最 小 的 正 检验 数 所 在 的 空格 作为 调整 格 

C. 在 所 有 空格 中 ， 挑 选 绝对 值 最 大 的 负 检 验 数 所 在 的 空格 作为 调整 格 

D. 在 所 有 空格 中 ， 挑 选 绝 对 值 最 小 的 负 检 验 数 所 在 的 空格 作为 调整 格 

(4) 革 运输 问题 ， 如 设 其 总 需求 量 为 0， 总 供应 量 为 6， 且 0O<G。 和 欲 将 其 化 为 供需 平 
衡 的 运输 问题 ， 则 应 ( )s 

A. 使 各 个 供应 点 的 供应 总 量 减少 6-0 

B. 使 各 个 需求 点 的 需求 总 量 增 加 C-O 

C. 虚设 一 个 需求 量 为 6-Q 的 需求 点 ， 且 任 一 供应 点 到 该 虚设 需求 点 的 单位 运费 为 充 

分 大 
D. 虚设 一 个 需求 量 为 6-0 的 需求 点 ， 且 任 一 供应 点 到 该 虚设 需求 点 的 单位 运费 为 0 
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(5) 在 运输 方案 中 出 现 退 化 现象 ， 是 指数 字 格 的 数目 ( ) 。 


A. 等 于 mm+m B. 大 于 m+n-1 
C. 小 于 m+n-1 D. 等 于 m+n-l 
2. 填空 题 


(1) 在 运输 问题 中 ， 每 次 迭代 时 ， 如 果 有 某 非 基 变量 的 检验 数 等 于 零 ， 则 该 运输 问题 


(2) 对 产销 平衡 运输 问题 ， 所 有 结构 约束 条 件 都 是 
(3) 解 极 小 化 不 平衡 运输 问题 时 ， 如 果 销 量 大 于 产量 ， 则 需要 增加 一 个 虚拟 ， 
将 问题 化 为 平衡 运输 问题 。 


(4) 对 于 有 (m+n) 个 结构 约束 条 件 的 产销 平衡 运输 问题 ， 由 于 ， 故 
只 有 (m+n-1) 个 结构 约束 条 件 是 线性 独立 的 。 

(5) 运 输 问题 中 求 初始 基 可 行 解 的 方法 有 三 种 常用 
方法 。 


3. 用 最 小 元 素 法 和 伏 格 尔 法 求 出 下 列 运输 问题 的 初始 调运 方案 。 并 判断 其 是 否 最 优 
解 。 如 果 是 ， 给 出 最 优 运输 方案 和 费用 值 ; 和 否则， 确定 换 和 人 变量 与 换 出 变量 。 
(1) 运 输 问题 一 ( 表 3-35 ) 。 


表 3-35 
销 地 
1 2 3 产量 
产地 
甲 3 7 11 20 
记 7 3 20 
两 3 5 8 30 
销 量 10 40 20 70 
人 


(2) 运 输 问 题 二 ( 表 3-36 ) 。 


表 3-36 
销 地 
1 学 3 产量 
产地 
四 5 1 6 12 
区 4 0 14 
丙 3 5 7 4 
销 量 10 9 10 29\ 30 
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4. 某 货 轮 有 前 、 中 、 后 三 个 舱位 ， 结 构 参 数 见 表 3-37。 拟 装运 三 种 货物 ， 性 能 参数 
见 表 3-38。 为 了 航运 安全 ， 要 求 舱位 之 间 载 重 比例 的 偏差 不 超过 8% ， 以 保持 船体 的 平 
衡 。 问 应 如 何 制 定货 物 的 装运 方案 可 使 此 运输 的 收益 达到 最 大 ? 


表 3-37 
前 舱 中 舱 后 舱 
1500 


最 大 载重 量 (1) 
最 大 容积 (mi ) 


运 价 (元 / 件 ) 
1500 
800 
500 
5. 表 3-39 给 出 运输 问题 的 产销 平衡 表 和 单位 运 价 表 。 
表 3-39 
销 地 
B, B, B, 四 
i 产 量 
|- 
4 5 1 8 12 
4 3 4 14 
A, 3 6 7 4 
销 量 9 10 11 


(1) 试用 表 上 作业 法 求 其 最 优 调运 方案 及 最 小 运费 。 

(2) 如 果 c=5 变 为 3， 最 优 解 是 否 改变 ? 车 改变 ， 求 出 新 的 最 优 解 。 

(3) 在 原来 的 问题 中 ， 如 果 从 4, 到 B, 的 道路 被 阻 ， 最 优 解 是 否 会 改变 ? 若 改变 ， 求 
出 新 的 最 优 解 。 

6. 有 nn 项 任务 ,分 配给 n 个 人 去 完成 ， 每 项 任务 只 需要 一 个 人 去 做 ,每 个 人 只 做 一 
项 任务 。 第 i 项 任务 分 配给 第 j 个 人 去 做 所 需要 的 费用 为 c;。 应 如 何 分 配 各 项 任务 ， 使 完 
成 n 项 任务 的 总 费用 最 小 。 这 个 问题 称 为 指派 问题 ( Assignment Problem) 。 和 矩阵 G= [6 a 
称 为 指派 问题 的 费用 矩阵。 指派 问题 是 一 类 特殊 的 运输 问题 。 用 运输 问题 算法 求解 以 下 指 
派 问题 ， 费 用 矩阵 如 表 3-40 所 示 。 
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表 3-40 

任务 人 员 1 人 员 2 人 员 3 
任务 1 12 11 10 
任务 2 7 9 16 
任务 3 : 13 6 12 


7. 有 甲 、 乙 、 两 三 个 城市 ， 每 年 分 别 需 要 从 4、B 两 个 煤矿 运 煤 取暖 。 已 知 煤 矿 
4、B 的 年 产量 及 从 两 煤矿 至 各 城市 煤炭 运 价 (元 / 吨 ) 如 表 3-41 所 示 。 由 于 需求 大 于 产 
量 ， 经 协商 ， 甲 城市 必要 时 可 少 供 0 ~ 30 万 吨 ， 乙 城市 需求 量 须 全 部 满足 ， 丙 城市 需 
求 量 不 少 于 100 万 吨 。 试 求 将 甲 、 乙 两 矿 煤 炭 全 部 分 配 出 去 ， 既 满足 上 述 条 件 又 使 总 运 
费 为 最 低 。 


表 3-41 


甲 (元 / 吨 ) 乙 ( 元 / 吨 ) 两 (元 / 吨 ) 产量 (万 吨 ) 


4 5 1 8 400 
B 2 4 1 420 


需求 量 ( 万 吨 ) 350 320 240 


8. 某 地 区 有 三 个 化 肥 厂 ， 各 化 肥 厂 的 产量 、 四 个 产 粮 区 需要 该 种 化 肥 的 需要 量 及 从 
各 化 肥 厂 到 各 产 粮 区 的 每 吨 化 肥 的 运 价 如 表 3-42 所 示 。 试 制定 一 个 使 总 的 运费 最 少 的 调 
拨 方 案 。 


表 3-42 
化 肥 厂 a 甲 (元 / 吨 ) 乙 ( 元 / 吨 ) 两 (元 / 吨 ) 本 (元 / 吨 ) 产量 (万 吨 ) 
4 5 7 8 | 3 | 8 
B 4 9 10 7 7 
C 8 4 5 9 3 
需求 量 (万 吨 ) 6 3 6 3 


9. 某 玩 具 公 司 分 别 生产 三 种 玩具 ， 每 月 可 供 量 分 别 为 1000，2000，2000 件 ， 它 们 分 
别 被 送 到 甲 、 乙 、 丙 三 个 百货 商店 销售 。 已 知 每 月 百货 商店 各 类 玩具 预期 销售 量 均 为 
1500 件 ， 由 于 经 营 方面 的 原因 ， 各 商店 销售 不 同 玩具 的 盈利 额 不 同 ( 表 3-43 ) 。 又 知 丙 百 
货 商店 要 求 至 少 供应 玩具 C1000 件 ， 而 拒绝 进 玩具 4。 求 满足 上 述 条 件 下 使 总 徐 利 额 为 最 
大 的 供销 分 配方 案 。 
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表 3-43 

商店 全 六 丙 可 供应 量 ( 件 ) 
7 = 1000 
. 10 2000 
i 站 13 2000 


10. 某 工厂 生产 四 种 设备 ,已 知 每 个 季度 的 生产 能 力 依次 为 40，50，35，30 台 。 各 
季度 生产 一 台 设 备 的 成 本 依次 为 1.20，1.10，1.25，1.15 万 元 。 如 当月 生产 出 的 设备 在 
当 季 度 内 没 销售 出 去 ， 则 存储 一 个 季度 需 付 存储 费用 0. 15 万 元 。 如 已 知 各 季度 的 销售 量 
分 别 为 28，22,，45，46 台 ， 则 如 何 安排 生产 ， 可 使 总 的 支付 费用 最 少 ? 

11. 某 工厂 生产 一 种 设备 ， 由 于 生产 受 季节 影响 ,各 季度 的 生产 能 力 及 成 本 各 不 相 
同 ， 如 表 3-44 所 示 。 该 厂 规定 : 每 季度 分 别 需 要 提供 200，300，400，500 台 该 设备 。 如 
生产 出 来 的 设备 当 季 度 不 交 货 ， 每 台 每 积压 一 个 季度 需 存储 和 维护 等 费用 0. 1 万 元 。 问 在 
完成 规定 要 求 的 前 提 下 ， 如 何 安排 生产 可 使 该 厂 全 年 的 生产 总 费用 最 小 。 


表 3-44 

第 1 季度 第 2 季度 第 3 季度 第 4 季度 
生产 能 力 ( 台 ) | 400 600 500 200 
成 本 (万 元 / 台 ) 10 10.5 10.3 11 


12. 某 工厂 要 安排 某 种 产品 1 ~4 月 份 的 生产 计划 ,已 知 工 厂 各 月 的 生产 等 情况 如 表 
3-45 所 示 。 问 如 何 安 排 生产 可 使 该 三 的 总 成 本 最 少 ? 


表 3-45 
1 月 2 月 3 月 4 月 
正常 生产 能 力 ( 台 ) 600 600 600 600 
正常 生产 成 本 (元 /人 台 ) 10 12 14 16 
加 班 生产 能 力 ( 台 ) 0 200 200 0 
加 班 生产 成 本 (元 /人 台 ) 15 17 20 23 
每 月 需求 量 400 800 900 500 
库存 费 ( 元 / 台 ) 2 2 2 


13. 某 类 物资 有 三 个 产地 4 ，4,，4;， 三 个 销 地 B,，B,，B;。 该 物资 既 可 从 产地 直接 
运往 销 地 ， 也 经 由 两 个 中 转 站 7 ，7, 转 运 。 已 知 各 产 、 销 、 中 转 站 之 间 的 单位 运 价 如 表 
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3-46 所 示 ， 求 最 优 调运 方案 。 


表 3-46 
4 3 14 10 区 1 7 
A 1 9 8 3 5 8 
3 4 8 1 一 9 
次 2 6 7 
多 4 5 2 
销量 5 4 10 


14. 某 大 型 农场 有 土地 1200 亩 ， 现 计划 种 植 甲 、 乙 、 丙 三 类 作物 ， 播 种 面积 分 别 为 
200，500，500 亩 。 但 由 于 土壤 和 水 源 等 情况 的 不 同 ， 需 要 将 土地 分 类 ， 分别 记 为 4，B， 
C，D。 如 已 知 各 类 土地 种 植 不 同 作物 的 单位 效益 如 表 3-47 所 示 。 问 农场 如 何 安排 三 类 作 
物 的 布局 ， 可 使 总 效益 最 大 ? 


表 3-47 元 / 亩 
E A | 
SR 4 B C D 
作物 类 别 
甲 700 760 350 600 
豆 480 900 800 400 
丙 500 400 800 500 
案 例 


案例 5 生产 计划 问题 


某 公 司 在 接 下 来 的 三 个 月 内 需要 每 月 按照 销售 合同 生产 出 两 种 产品 。 这 两 种 产品 需要 
使 用 相同 的 设备 并 投入 相同 的 生产 能 力 。 由 于 每 个 月 可 供 使 用 的 生产 设备 和 存储 设备 都 会 
发 生变 化 ， 故 每 个 月 的 生产 能 力 、 单 位 生产 成 本 以 及 单位 存储 成 本 都 不 相同 ， 可 以 在 某 些 
月 中 多 生产 一 种 或 多 种 产品 并 存储 起 来 以 备 需 要 的 时 候 使 用 。 

表 3-48 中 给 出 了 每 个 月 在 正常 时 间 ( Regular Time，RT) 和 加 班 时 间 (Over Time，OT) 
内 的 生产 能 力 ， 合 同 需求 量 ， 及 在 正常 时 间 和 加 班 时 间 内 的 单位 产品 成 本 和 单位 储存 成 
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本 。 为 叙述 方便 ， 表 3-48 中 将 两 种 产品 的 相关 数据 用 "/” 区 分 开 来 ， 产 品 1 在 “/” 的 左边 


而 产品 2 在 “/" 的 右边 。 


表 3-48 
最 大 生产 总 量 产品 1 产品 2 
月 i 需求 量 单位 生产 成 本 ( 千 元 / 件 ) 单位 储存 成 本 
产品 1/ 产品 2 RT oT ( 千 元 / 件 ) 
1 10 3 5/3 15/16 18/20 i 
2 8 2 3/5 17/15 20/18 


该 公司 想 要 开发 一 个 在 正常 时 间 ( 如 果 正 常 时 间 不 够 ,就 使 用 加 班 时间 ) 内 安排 生产 
每 一 种 产品 的 计划 ， 目 标 是 在 满足 合同 规定 的 基础 上 ,3 个 月 的 生产 和 储存 总 成 本 最 小 ， 
且 开 始 和 第 三 个 月 结束 后 的 存储 都 要 求 为 零 。 


案例 6 车 间 搬 迁 问题 


某 厂 在 市 区 有 A4,，B,，C，D, 五 个 生产 车 间 ， 现 计划 将 部 分 车 间 搬 至 甲 、 乙 两 处 ， 
好 处 是 土地 、 上 房租 及 排污 处 理 等 费用 都 比 市 区 便宜 ,但 这 样 做 会 增加 车 间 之 间 的 交通 运输 
费用 。 要 求 无 论 留 在 市 区 或 甲 、 乙 两 地 均 不 能 多 于 3 个 车 间 。 从 市 区 搬 至 甲 、 乙 两 地 可 节 
约 的 费用 如 表 3-49 所 示 。 


表 3-49 万 元 /年 
4 B 6 E 
搬 至 甲 150 100 100 | | 50 
搬 至 乙 100 200 150 150 


各 车 间 之 间 的 年 运 量 及 地 区 间 的 单位 运 价 分 别 如 表 3-50 和 3-51 所 示 。 试 为 该 厂 确定 
一 个 最 优 的 车 间 搬 迁 方案 。 


表 3-50 
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案例 7 仓库 建设 问题 


某 公 司 有 两 个 工厂 A,、4,， 四 个 中 转 仓库 Bl ，B,，Bs，B,， 六 个 销 地 C，C,， Gs， 
C，，Cs 和 C6。 各 销 地 可 以 从 两 个 工厂 直接 进货 ， 也 可 以 从 中 转 仓 库 进货 ， 其 所 需 的 单位 
运 价 如 表 3-52 所 示 。 


表 3-52 元 / 吨 

B, B, B, B, C, a & 人 六 

A 50 50 i | 20 80 一 150 200 一 90 

A, 一 20 50 30 20 a 

B, 一 130 50 150 一 100 

i 

B, 80 20 50 120 40 一 

B, 一 160 200 一 40 120 

B, Ss ep 20 = 40 150 


注 : 表 中 “一 ”为 不 允许 调运 。 


部 分 销 地 希望 优先 从 某 厂 或 某 中 转 仓库 得 到 供 货 :; C1 -4 或 B,，C;-B,，C。-Ai 或 
B,。 已 知 工厂 4 、Ah, 的 每 月 最 大 供 货 量 分 别 为 150000 和 200000 吨 ; 各 中 转 仓库 了， 
B,，B，，B, 的 每 月 最 大 周转 量 分 别 为 50000，70000，100000 和 40000 吨 ; 六 个 销 地 
Ci，C,，C3，C4，Cs; 和 C6 的 每 月 最 低 需 求 分 别 为 40000，10000，50000，30000， 
60000 和 25000 吨 。 

间 : (1) 该 公司 怎样 安排 供 货 可 使 总 调运 费用 最 小 ? 

(2) 如 增加 工厂 或 某 个 中 转 仓库 的 能 力 ， 对 总 调运 费用 会 产生 什么 影响 ? 

(3) 在 调运 费用 、 工 厂 或 中 转 仓库 能 力 以 及 销 地 的 需求 量 分 别 在 什么 范围 内 变化 ， 不 
影响 总 调运 费用 的 变化 ? 

(4) 能 否 满足 所 有 要 求 优 先 供 货 销 地 的 要 求 ， 若 都 能 满足 ， 需 增加 多 少 额 外 的 费用 ? 

若 现在 工厂 考虑 开设 两 个 新 的 中 转 仓库 B; 和 B4s， 并 扩大 B, 的 中 转 能 力 。 假 如 最 多 人 允 
许 开 设 4 个 仓库 ， 因 此 可 以 关闭 原 仓 库 B 或 B,， 或 两 个 都 关闭 。 

如 设 建 B,，B。 需 分 别 投资 100000 和 60000 元 ， 它 们 的 中 转 能 力 分 别 为 每 月 40000， 
20000 吨 ; 扩建 B, 需 投资 33000 元 ， 月 中 转 能 力 比 原来 增加 15000 吨 。 关 闭 原 仓 库 可 带 来 
的 节约 为 : 关闭 B,，B, 每 用 可 分 别 节 省 100000，50000 元 。 

新 建仓 库 B; ，B。 同 两 个 工厂 及 各 销 地 之 间 单 位 物资 的 调运 费用 如 表 3-53 所 示 。 
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要 求 确定 ， 
(5) 应 新 建 哪 几 座 仓库 ，B, 是 否 需 扩建 ，B, ， 刀 ,是否 需 要 关闭 。 
(6) 重 新 确立 使 总 调运 费用 为 最 小 的 供 货 关 系 。 
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在 前 面 讨论 的 线性 规划 模型 中 ， 所 得 到 的 最 优 解 可 能 是 整数 ， 也 可 能 不 是 整数 。 但 在 
现实 生活 中 ， 在 求人 数 、 产 品 个 数 、 投 资 项 目 数 、 设 备 维修 次 数 等 要 求 最 优 解 是 整数 时 ， 
非 整 数 的 解答 显然 不 合乎 要 求 ， 于 是 就 产生 整数 规划 这 一 分 支 。 

整数 规划 问题 是 要 求 决 策 变 量 取 整 数 的 线性 规划 或 非 线性 规划 问题 。 本 章 只 讨论 整数 
线性 规划 问题 ， 它 是 在 线性 规划 的 基础 上 ， 对 部 分 或 全 部 决策 变量 的 取 值 加 以 整数 约束 而 
得 到 的 ， 故 认为 整数 规划 问题 要 比 对 应 的 线性 规划 问题 约束 更 紧 ， 求 解 更 困难 。 整 数 规划 
是 离散 型 优化 问题 ， 是 数学 规划 中 较 弱 的 一 个 分 支 ， 迄 今 为 止 ， 还 没有 求解 整数 规划 较 好 
的 方法 ， 但 是 在 经 济 管理 中 很 多 实际 问题 又 都 可 归 为 整数 规划 ， 因 此 ， 讨 论 整数 规划 的 解 
法 就 显得 很 重要 。 


【关键 词汇 】 

整数 规划 (Integer Programming ) 纯 整 数 规划 (Pure Integer Programming ) 

全 整数 规划 (All Integer Programming ) 混合 整数 规划 (Mixed Integer Programming ) 
0-1 规划 (0-1 Programming ) 分 支 定 界 法 (Branch and Bound Algorithm ) 
割 平 面 法 (Cutting Plane Method ) 指派 问题 ( Assignment Problem ) 


人 铭 牙 利 方法 (Hungarian Method ) 


4.1 整数 规划 问题 


4.1.1 整数 规划 数学 模型 的 一 般 形式 


定义 1 在 一 个 数学 规划 问题 中 ， 当 它 的 部 分 或 全 部 决策 变量 取 整 数值 时 ， 就 称 为 整 
数 规划 问题 。 特 殊 的 ， 当 这 个 数学 规划 问题 是 线性 规划 问题 时 ， 就 称 为 整数 线性 规划 问 
题 。 

本 章 只 讨论 整数 线性 规划 问题 ， 下 文中 将 整数 线性 规划 问题 简 记 为 整数 规划 。 

由 定义 1 可 得 如 下 整数 规划 问题 的 数学 模型 : 


maxZ( 或 min Z) = > 6 
j=1 


之 oj = (< bi=1, 2, ., m) 
Sb 


x 三 0 (j=1，2,…,，n) 且 部 分 或 全 部 为 整数 
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上 述 模型 中 ， 去 掉 对 变量 取 整 数 的 要 求 而 得 到 的 线性 规划 问题 ， 称 为 整数 规划 问题 的 
松弛 问题 。 

4.1.2 整数 规划 的 分 类 及 建 模 举例 

根据 决策 变量 取 整 数 的 要 求 不 同 ， 整 数 规划 可 分 为 以 下 几 类 : 

1. 混合 整数 规划 

定义 2 ”部 分 决策 变量 取 整 数 的 线性 规划 问题 称 为 混合 整数 规划 。 

【 例 1】 某 工厂 计划 在 n 个 地 点 中 选择 若干 个 地 点 建立 分 厂 ， 以 满足 m 个 销 地 的 需 
求 。 选 择 建立 分 厂 地 点 时 ， 需 考虑 以 下 因素 : 建立 分 厂 i 的 固定 成 本 f; @ 分 三 ;的 预 
生产 能 力 1,; @ 第 j 个 销 地 的 需求 量 d; @ 第 i 个 分 厂 到 第 j 个 销 地 的 单位 运 价 cj。 问 该 公 
司 在 哪些 地 点 建 分 厂 ， 可 使 公司 的 产品 既 能 满足 需求 又 使 得 总 费用 最 少 ? 

分 析 : 

变量 : 既 要 确定 地 点 又 要 考虑 运送 的 产品 数量 ， 故 可 设 

1, 选择 第 i 个 地 点 要 . i i 

于 党 0 不 选择 第 i 个 地 点 表示 从 第 i 分 厂 运往 第 ] 个 销 地 的 产品 数量 ; 


约束 : 生产 力 与 需求 量 的 限制 。 


Dy hyi, T=1, 2 
j=1 


n 
2% ,j=1, 2, 1:…, mMm 
二 


目标 : 总 费用 最 小 ，minZ = Dfy, 十 wi 
ii i=1 j=1 


1， 选 择 第 i 个 地 点 C2 . ee i 
解 . 设 y; = 0 ， 不 选择 第 ;个 地 点 ， 表示 从 第 分 厂 运往 第 7 个 销 地 的 产品 数量 ， 则 


可 建立 如 下 的 数学 模型 : 


Xi 之 0, sy; =0 或 1 
2. 纯 整 数 规划 
定义 3 ”所 有 决策 变量 取 整 数 的 线性 规划 问题 称 为 纯 整 数 规划 。 
【 例 2】 某 工 厂 生 产 甲 、 乙 两 种 型 号 的 电器 ， 生 产 每 种 电器 都 需要 三 道 工 序 ， 生 产 
每 台 不 同型 号 的 电器 在 不 同 工 序 上 所 要 的 工时 ， 每 一 道 工 序 每 周 可 供 使 用 的 时 间 及 甲 、 乙 
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的 单位 收益 分 别 如 表 4-1 所 示 。 问 工厂 如 何 安排 生产 可 使 其 收益 最 大 ? 


表 4-1 


利润 (元 /人 台 ) 


机 身 制 造 (小 时 ) | 零件 装配 (小 时 ) | 检验 包装 (小 时 ) 


250 
400 


甲 电器 


分 析 : 
变量 : 设 生产 甲 、 乙 两 种 型 号 的 电 融 分 别 为 x 台 ，x, 台 。 
0. 3x1+0. 7x, <250 


约束 : 工时 的 限制 为 40. 2x,+0. 1x, 志 100 
0. 3x1+0. 5x, <150 
目标 : 收益 最 大 ，maxZ =250x,+400x， 
解 : 设 生产 甲 、 乙 两 种 型 号 的 电器 分 别 为 x 台 ，x, 台 ， 则 该 问题 的 数学 模型 为 
maxZ =250x, +400x, 
0. 3x1+0. 7x, <250 
0. 2x,+0. 1x, <100 
0. 3x1+0. 5x, <150 
x| 宇 0，%, 宇 0， 且 全 为 整数 


3. 全 整数 规划 
定义 4 除了 所 有 决策 变量 取 整 数 以 外 ， 还 要 求 系数 cy 和 常数 户 也 取 整 数 的 线性 规划 
问题 称 为 全 整数 规划 。 


【 例 3】 。 某 建筑 公司 承包 建设 甲 、 乙 两 种 公寓 。 甲 、 乙 公寓 每 栋 占 地 面积 分 别 为 250 
平方 米 ，400 平方 米 。 该 公司 现 购 进 3000 平方 米 的 建筑 用 地 ， 要 求 甲 种 公寓 不 超过 8 栋 ， 
乙 种 公寓 不 超过 4 栋 ， 建 甲 种 、 乙 种 公寓 每 栋 的 收益 分 别 为 10 万 元 和 20 万 元 。 问 应 如 何 
安排 建筑 方案 可 使 公司 收益 最 大 ? 

分 析 ; 

变量 ; 设 建 甲 种 公寓 * 栋 ， 乙 种 公寓 栋 。 

250x, +400x, <3000 

约束 ， 建筑 用 地 及 公寓 数 的 限制 为 
xl， 三 0 且 为 整数 
目标 : 总 收益 最 大 ，max2Z = 10x) +20x， 

解 : 设 建 甲 种 公寓 x 栋 ， 乙 种 公寓 *, 栋 ， 则 该 问题 的 数学 模型 为 
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maxZ = 10x, +20x, 
250x,+400x, 3000 
Xi 夺 8 
x 4 
wis wie0 日 为 整数 
4.0-1 整数 规划 (0-1 规划 ) 
定义 $5 所 有 决策 变量 只 能 取 0 或 1 的 线性 规划 问题 称 为 0-1 整数 规划 。 
【 例 4】 茶 人 有 4 万 元 的 资金 ， 有 n(n 二 2) 个 投资 项 目 可 以 考虑 ,假定 每 个 项 目 最 
多 只 能 投资 一 次 。 其 中 第 i 个 项 目 需 要 的 投资 金额 为 a; 万 元 ， 可 以 获得 的 收益 为 六 万 元 ， 
问 此 人 应 如 何 选择 投资 项 目 才能 使 获得 的 总 收益 最 大 ? 
分 析 : 
变量 ， 每 个 项 目 是 再 投资 ， 即 可 设 x = 人 ,下 梳 次 第 ， 人 项 上 


约束 : 总 投资 金额 不 超过 资金 总 额 的 限制 ， 即 0 < > ax < 4 
t= 


目标 : 总 收益 最 大 ， 故 得 maxZ = 》 bx 


1， 投 资 第 i 个 项 目 


， 设 x.= 该 问题 的 数学 模型 > 
解 : 设 0 ， 不 投资 第 ; 个 项 目 ， 则 该 问题 的 数学 模型 为 


和 = 或 1 (=1, 2, mw, WW) 
4.2 整数 规划 的 常用 解法 


4.2.1 整数 规划 与 其 松弛 问题 


将 整数 规划 的 数学 模型 记 为 (IP)= | maxZ=CX; 4AX=b,，X 宇 0 且 ( 部 分 ) 为 整数 | 。 

其 对 应 的 松弛 (线性 规划 ) 模 型 记 为 (LP)= {maxZ=CX; AX=b, 二 0} 。 

虽然 整数 规划 比 线性 规划 仅仅 多 了 一 个 约束 ,但 实际 上 它们 之 间 有 很 大 的 不 同 ， 表 现 
在 以 下 几 方 面 .: 

(1) 整数 规 划 的 可 行 域 是 其 对 应 松弛 问题 可 行 域 的 子 集 ; 整数 规划 问题 的 可 行 解 是 对 
应 松弛 问题 的 可 行 解 ; 若松 弛 问题 无 可 行 解 ， 则 整数 规划 也 无 可 行 解 ; 

(2) 整数 规划 的 最 优 值 小 于 或 等 于 对 应 松弛 问题 的 最 优 值 (松弛 问题 的 最 优 值 是 原 整 
数 规划 的 目标 函数 值 的 上 界 ) ; 
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(3) 整数 规划 的 最 优 解 不 一 定 在 顶点 上 达到 ， 而 对 应 松弛 问题 的 最 优 解 在 项 点 达到 
(车 存在 ); 

(4) 整数 规划 最 优 解 不 一 定 是 对 应 松弛 问题 最 优 解 的 临近 整数 解 。 

下 面 通过 一 个 实例 加 以 说 明 。 

【 例 5】 求解 下 列 整数 规划 问题 。 

maxZ =%| +%, 
14x, +9x, S51 
s.t, 4—6x1+3x, 夺 1 
Xi，% 宇 0 且 为 整数 
解 : 首先 解 其 对 应 的 松弛 问题 : 
maxZ =Xi +X> 
l4x,+9x, <51 
s.t 4=6xi+3x2 生 ] 
xis Wo0 

用 单纯 形 法 可 求 得 最 优 解 ; X* =[ 羡 ， 凶 ] 。 

现 求 整数 解 ， 用 “ 舍 入 取 整 法 "可 得 到 4 个 整数 解 ， 即 (1, 3)、(2, 3)、(1, 4)、 
(2，4) 。 显 然 (1，3) 和 (1，4) 不 满足 第 二 个 约束 条 件 ，(2，3 ) 和 (2，4) 不 满足 第 一 个 约 
束 条 件 ， 即 它们 都 不 是 原 整 数 规划 问题 的 最 优 解 。 

由 上 面 分 析 可 知 整数 规划 的 可 行 解 肯定 都 在 其 松弛 问题 的 可 行 域内 ， 即 整数 规划 的 可 
行 解 是 由 其 松弛 问题 可 行 域内 所 有 整数 点 构成 的 ， 因 此 整数 规划 问题 的 可 行 解 集合 是 有 限 
的 。 据 此 ， 可 将 其 松弛 问题 的 可 行 域内 的 所 有 整数 点 都 找 出 来 ， 其 目标 函数 值 最 大 者 对 应 
的 整数 点 即 为 最 优 解 ， 此 法 称 为 完全 枚 举 法 。 此 方法 对 变量 个 数 较 少 ， 且 可 行 域内 的 整数 
点 也 少 的 问题 是 可 行 的 ;对 变量 个 数 和 约束 条 件 的 个 数 都 多 的 问题 ， 利 用 完全 枚 举 法 的 计 
算 量 可 能 大 得 惊人 ， 有 些 甚至 是 不 可 能 实现 的 。 

事实 上 ， 整 数 线性 规划 并 不 是 线性 规划 ， 就 拿 0-1 规划 来 说 ， 决 策 变 量 取 0 或 1 这 个 
约束 条 件 可 以 用 一 个 等 价 的 非 线 性 约束 : 

wi l=-%)=0, iE=1, SZ ,Wm 
来 替换 。 故 变量 限制 为 整数 值 实 际 上 是 一 个 非 线性 约束 。 

因此 求解 整数 规划 比 线性 规划 要 困难 很 多 ， 被 认为 是 VP- 困 难 问 题 。 目 前 ， 求 解 整数 
规划 常用 的 方法 是 分 枝 定 界 法 和 人 割 平 面 法 。 
4.2.2 分 枝 定 界 法 


1. 分 枝 定 界 法 的 基本 思想 及 解 题 步 又 

求解 整数 规划 最 常用 、 也 比较 成 功 的 一 种 方法 是 分 枝 定 界 法 ， 该 方法 是 由 数学 家 
R. J. Dakin 和 Land Doig 等 人 于 20 世纪 60 年 代 初 提出 来 的 ， 它 是 在 隐 枚 举 法 或 部 分 枚 举 
法 的 基础 上 改进 而 成 的 。 对 于 纯 整 数 型 或 混合 型 整数 规划 的 求解 很 适用 ， 并 且 具 有 灵活 、 
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便于 使 用 计算 机 求解 等 优点 。 

分 枝 定 界 法 的 基本 思想 : 先 求解 其 松弛 问题 ， 如 它 的 最 优 解 不 符合 整数 条 件 ， 则 将 其 
分 成 几 部 分 ， 每 部 分 都 增加 约束 条 件 ， 逐 步 缩 小 可 行 域 ， 然 后 在 缩小 了 的 可 行 域 中 寻找 最 
优 的 整数 解 。 

分 枝 定 界 法 的 关键 是 分 枝 和 定 界 。 

(1) 分 枝 : 将 没有 包含 整数 解 的 可 行 域 分 枝 掉 ， 从 而 得 到 越 来 越 小 的 子 域 ， 直 到 找到 
最 优 的 整数 解 ( 若 存在 ); 

(2) 定 界 : 目标 函数 值 小 于 下 界 的 分 枝 就 剪 掉 ， 表 明 这 个 子 域 已 查 清楚 。 

分 枝 定 界 法 的 解 题 步骤 : 

第 一 步 : 求 整数 规划 对 应 的 松弛 问题 的 最 优 解 。 

(1) 若 (LP) 没 有 可 行 解 ， 则 (IP) 也 没有 可 行 解 ， 停 止 计 算 。 

(2) 车 (LP) 有 最 优 解 ， 并 符合 (IP) 的 整数 条 件 ， 则 (LP) 的 最 优 解 即 为 ( 卫 ) 的 最 优 
解 ， 停 止 计 算 。 

(3) 若 (LP) 有 最 优 解 ， 但 不 符合 ( 正 ) 的 整数 条 件 ， 转 人 第 二 步 。 

第 二 步 : 初始 定 界 。 

把 第 一 步 中 (3 ) 的 最 优 目标 函数 值 作为 上 界 ， 用 观察 法 找到 (IP) 的 一 个 整数 可 行 解 ， 
把 它 的 目标 函数 值 作 为 下 界 。 寿 观察 不 到 ， 可 令 下 界 为 -oo。 

第 三 步 : 分 枝 。 

在 (LP) 的 最 优 解 中 任意 选 一 个 非 整数 解 的 变量 x,， 分 别 在 松弛 问题 中 加 上 约束 : 

xs xz] 和 xi 三 [x+l 


形成 两 个 新 的 松弛 问题 ， 称 为 分 校 。 即 将 


max Z=CX 
bo Po 
X=0 
分 为 
max Z=CX max Z=CX 
AX=b AX=b 
SE x,[x, | 和 CI x; 宇 [x,]+l 


X=0 X 三 0 

对 每 个 分 枝 问 题 求解 ， 可 能 出 现 以 下 几 种 可 能 : 

(1) 无 可 行 解 。 说 明 该 枝 情 况 已 查 明 ， 不 需要 对 该 分 枝 继 续 分 枝 ， 称 该 分 枝 为 “ 树 
叶 ”， 剪 掉 。 

(2) 得 到 整数 最 优 解 。 则 该 校 情 况 已 查 明 ， 不 需要 对 该 分 校 继 续 分 枝 ， 该 分 校 也 是 
“树叶 ”。 

(3) 得 到 非 整数 最 优 解 。 这 时 又 分 两 种 情况 : 

QD 该 最 优 解 对 应 的 目标 函数 值 小 于 下 界 ， 则 该 分 枝 不 可 能 含有 原 问 题 的 整数 最 优 解 ， 
称 为 “ 枯 枝 ”， 须 要 剪 掉 。 

@ 该 最 优 解 对 应 的 目标 函数 值 大 于 下 界 ， 则 仍 要 继续 对 该 分 枝 续 分 校 ， 以 查 明 该 分 
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枝 内 是 否 有 比 下 界 更 好 的 整数 最 优 解 。 转 第 四 步 ， 
综合 上 述 各 种 情况 ， 可 得 如 表 4-2 所 示 的 分 枝 规则 。 


表 42 分 枝 规则 
分 枝 分 枝 2 ar 
1 无 可 行 解 无 可 行 解 整数 规划 无 可 行 解 
无 可 行 解 整数 解 
2 ro 
无 可 行 解 非 整 数 解 
| 2(17) 继 尖 
”| (dE 整数 解 ) (无 可 行 解 ) 对 分 枝 2(1) 继 续 分 村 
4 “| 整数 解 整数 解 较 大 者 作为 最 优 解 


整数 解 ， 目 标 函 数 | 非 整 数 解 
5 值 比 分 枝 2 的 大 (整数 解 ， 目 标 函 数 | 分 枝 1(2) 的 解 即 为 所 求 最 优 解 


( 非 整数 解 ) 值 比分 枝 1 的 大 ) 
中 
整数 解 非 整 数 解 ， 目标 函 


分 枝 1(2) 停 止 分 校 (前 掉 )， 其 目标 函数 值 


站 水 卫 人 人 
6 ( 非 整 数 解 ， 目标 函 | 数值 比分 枝 1 的 大 作为 新 的 下 界 ， 对 分 枝 2(1) 继续 分 枝 


数值 比分 枝 2 的 大 ) | (整数 解 ) 


7 “| 非 整数 解 非 整数 解 对 分 枝 1 和 2 继续 分 枝 


第 四 步 : 修改 上 、 下 界 。 
按照 下 列 两 个 原则 进行 : 
(1) 在 具有 非 整 数 解 的 分 校 中 ， 找 出 目标 函数 值 最 大 者 作为 新 的 上 界 ; 
(2) 在 已 符合 整数 条 件 的 分 枝 中 ， 找 出 目标 郴 数 值 最 大 者 作为 新 的 下 界 ( 若 分 枝 中 无 
整数 解 ， 下 界 不 变 ) 。 
重复 第 三 步 至 第 四 步 ， 直 到 查 清楚 各 个 分 枝 ， 最 大 的 下 界 对 应 的 整数 解 即 为 ( 耻 ) 的 
最 优 解 。 
2. 分 枝 定 界 法 解 题 示例 
【 例 6】 求解 下 列 整数 规划 问题 (IP) 。 
maxZ =40x, +90x, 
9xi+7%x; 56 
s. t. 7x1+20x, 三 70 
x1，% 宇 0 且 都 为 整数 
解 : 第 一 步 : 求解 对 应 的 松弛 问题 (LP) 。 
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maxZ =40xi+90x， 
9x1+7x, 56 
(0) s. t. 47x1+20x, <70 
Xi 和 区 人 
用 图 解法 求解 松弛 问题 (B) ， 如 图 4-1 所 示 ， 可 求 得 松弛 问题 (8B) 的 最 优 解 X= 
(4. 81 , 1.82) ， 最 优 值 zx = 356。 
第 二 步 : 初始 定 界 。 
因为 X= (4.81 ,1.82) 是 一 个 非 整 数 解 ， 所 以 a = 356 是 整数 规划 最 优 值 的 上 
界 。(0,，0) 是 其 整数 可 行 解 ， 对 应 目标 函数 值 为 0， 作 为 下 界 。 
第 三 步 : 分 枝 。 
分 枝 时 首先 要 任意 选择 一 个 非 整 数 决 策 变 量 ， 在 此 不 妨 选 择 x,。 由 于 在 松弛 问题 (B) 
Wap 于 是 有 [x ]=4、[xi]+1=5。 在 (8B) 的 基础 上 ， 分别 增加 约束 条 件 
x1 夺 4 和 xi 三 5， 分 枝 形成 两 个 子 线性 规划 (B ) 和 (B, ) ， 如 图 4-2 所 示 ， 即 


Ta 
8 
7 2 
5 
+7 =56 

5 4 
4 3 
3 

1 
2 > ,一 Tri+20c=70 

py I 
| / 
人 六 
太守 3 省 10 x 


1 


图 4-2 


maxZ =40x, +90x, maxZ =40x, +90x, 


9xi+7x 56 9x1+7x, <56 


(By: 7x1+20%, 70 (B,): 7x1+20x%, 70 
.1 :it; 
* |x, <4 |x, =5 
Xi 05 之 个 


求解 (B ) 和 (B,) 可 得 : ZX.0= (4 ,2.1)7，z0=349; X=(5 
第 四 步 : 修改 上 下 界 。 


因为 上 述 两 个 分 枝 中 无 整数 解 ， 所 以 下 界 不 变 , 仍 为 0。 又 由 于 z" >z2) ， 故 上 界 修 
改 为 349 。 


第 五 步 : 再 分 枝 。 


,1.57)', z* = 341 。 
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此 时 还 未 得 到 整数 解 ， 由 于 zn >z” ， 


故 优先 选择 (B, ) 进行 分 枝 。 在 (B ) 的 最 优 解 


中 x,=2.1， 于 是 有 [x,] =2、[x,]+1=3。 在 (8B,) 的 基础 上 ,分 别 增 加 约束 条 件 *, 过 2 和 


x 宇 3， 分 枝 形成 两 个 子 线性 规划 ( B,) 和 ( B。 


) ， 如 图 4-3 所 示 。 


由 图 4-3, 求解 (B;) 和 (B,) 有 : X=(4, 2)", z=340; X= (1.42，3) ，z( = 


327。 
第 六 步 : 再 修改 上 下 界 。 


因为 X= (4，2)7，z9= 340， 所 以 下 界 修改 为 340。 而 z” ”= 327<z0= 349， 故 上 界 


不 变 ， 仍 为 349 。 
maxZ =40x, +90x, 
9xi+7x, 56 
7x1+20x, 和 70 
人 Xi 到 4 
x 2 
X1， 


%, 0 


第 七 步 : 再 分 校 利 用 340 这 一 下 界 ， 可 


maxZ =40x, +90x, 
9xi+7x, 56 
7x1+20x%, 70 


X1 三 4 


(B;) : 
s.t. 
%; >3 
Xi1，%2 0 


以 舍弃 (B,); 由 于 (有 ) 的 最 优 值 z= 341 仍 


然 大 于 此 下 界 ， 所 以 (B,) 还 需 继续 分 枝 。 在 (B,) 的 最 优 解 中 x,=1.57， 于 是 有 [x,]=1、 
[x;]+1=2。 在 (B,) 的 基础 上 ,分 别 增加 约束 条 件 x, 志 1 和 x, 三 2， 分 枝 形 成 两 个 子 线性 


规划 (B;) 和 (Bc) ， 如 图 4-4 所 示 ， 即 


问题 B， 
4 
3 > 


maxZ =40x, +90x, 
9x1+7x, 56 
7x1+20x, 70 


.4%| 宇 5 


x 1 
wi , %; 兰 0 
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间 题 有 


7 


We 
GI 尿 
GI EF 


maxZ =40x, +90x, 
9xi+7x, <56 
7x1+20x, 70 
(Be): Xi 三 


xX; 三 2 


Xs 0 
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由 图 4-4, 求解 (8,) 和 (B.) 有 : X= (5.44，1)',， z= 308; (B,) 没 有 可 行 解 。 
由 于 z= 308 小 于 已 知 的 下 界 340， 所 以 可 以 舍弃 (B;)。 至 此 ,我 们 已 得 到 整数 规 
划 的 最 优 解 X" =(4，2) ， 最 优 值 :* =340。 此 例 的 求解 过 程 可 用 图 4-5 表示 。 


B:X™=(4.81 ,1.82)", z=356 


B, 
X=(5.44,1) 
25=308 


B, B, 
X=(4,，2' (1 42 3 
z=340 24=327 


图 4-5 分 枝 定 界 法 求解 过 程 


4.2.3 割 平面 法 


1. 割 平面 法 的 基本 思想 及 解 题 步 又 

割 平面 法 是 由 数学 家 R. E. Gomory 于 1958 年 首先 提出 来 的 ， 它 是 通过 生成 一 系列 的 
平面 割 掉 不 包含 整数 解 的 可 行 域 来 得 到 最 优 整 数 解 的 一 种 方法 。 对 于 纯 整 数 型 或 混合 型 的 
整数 规划 的 求解 都 适用 。 

割 平 面 法 的 基本 思想 : 先 求 出 对 应 松弛 问题 的 最 优 解 ， 如 果 得 到 的 最 优 解 满足 整数 条 
件 ， 即 为 整数 规划 的 最 优 解 ， 当 得 到 的 解 不 满足 整数 条 件 时 ， 就 想 办 法 在 问题 上 增加 一 个 
约束 条 件 ( 割 平面 ) ， 把 包含 这 个 非 整 数 解 的 一 部 分 可 行 域 从 原来 的 可 行 域 中 割 掉 ， 但 不 
割 掉 任 何 一 个 整数 可 行 解 ， 缩 小 可 行 域 ， 然 后 求解 新 的 松弛 问题 。 重 复 以 上 过 程 直到 在 剩 
下 的 可 行 域内 找 出 最 优 整数 解 。 

割 平 面 法 的 解 题 步 骤 : 

第 一 步 : 用 单纯 形 法 求解 (下 ) 对 应 的 松弛 问题 C(LP) 。 

(1) 若 (LP) 没 有 可 行 解 ， 则 (CIP) 也 没有 可 行 解 ， 停 止 计 算 。 

(2) 若 (LP) 有 最 优 解 ， 并 符合 (IP) 的 整数 条 件 ， 则 (LP) 的 最 优 解 即 为 ( 卫 ) 的 最 优 解 ， 
停止 计算 。 

(3) 若 (LP) 有 最 优 解 ， 但 不 符合 (PP) 的 整数 条 件 ， 转 入 第 二 步 。 

第 二 步 : 构造 割 平面 。 

从 (LP) 的 最 优 解 中 ， 任 选 一 个 不 为 整数 的 分 量 ， 将 最 优 单 纯 形 表 中 该 行 的 系数 和 右 
端 项 分 解 为 整数 部 分 和 小 数 部 分 之 和 ， 并 以 该 行为 源 行 ， 按 下 式 作 割 平面 方程 

假设 基 变 量 x, 的 值 b, 不 是 整数 ， 且 含 x, 的 约束 方程 是 
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xX, + Db Xi =b, (4-1) 
式 中 R 为 非 基 变量 的 下 标 集合 ; a 是 8'P 的 第 7 个 分 量 ; b, 是 5 的 第 7 个 分 量 。 记 作 
a;=[a;]+f;, jeR, b,=[6,]+, (4-2) 


式 中 : [a,] 是 不 超过 a, 的 最 大 整数 ; [2 ] 是 不 超过 b, 的 最 大 整数 ; f, 和 /是 相应 的 小 数 
部 分 。 将 式 (4-2) 代 入 式 (4-1) 得 


x + BD [olx [6b,] =f.- Ha (4-3) 
由 于 0<f.<1, 0<f,<1, zi 二 0， 由 式 (4-3 ) 得 到 
f.- fi <!l ( 4-4) 


对 于 任意 的 整数 可 行 解 ， 因 为 式 (4-3) 的 左 端 为 整数 ， 故 右 端 为 小 于 1 的 整数 ， 可 将 
式 (4-4) 变 为 
大 Bf (45) 
将 式 (4-5 ) 作为 切割 条 件 ， 即 割 平面 方程 增加 到 对 应 松弛 问题 的 约束 中 。 
第 三 步 : 将 所 得 的 割 平面 方程 作为 一 个 新 的 约束 条 件 加 到 最 优 单纯 形 表 中 (同时 增加 
一 个 单位 列 向 量 ) ， 用 对 偶 单 纯 形 法 求 出 新 的 最 优 解 ， 返 回 第 一 步 。 
制 平 面 法 的 解 题 步 又 可 用 框 形 图 表示 (图 4-6) 。 


求 松弛 问题 的 最 优 基 可 行 解 


在 单纯 性 表 中 加 入 一 割 平面 方程 利用 对 偶 单 纯 形 算法 求 最 优 解 


图 4-6， 割 平面 法 的 基本 过 程 


2. 割 平面 法 解 题 示例 
【 例 7】 用 制 平面 法 求解 下 列 整 数 规划 问题 。 
maxZ =%, 
3x1+2x, 6 
-3x1+2x, 0 
x1，%; 宇 0 目 为 整数 
解 : 第 一 步 : 解 对 应 的 松弛 问题 ， 利 用 单纯 形 法 求解 。 首 先 将 其 化 为 标准 形 : 


S. 
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4.2 整数 规划 的 常用 解法 


maxZ =x, 
3x1+2x,+xX3 =6 
a S, t, 4—3%1+2%+%4=0 
x, 宇 0(i1=1, 2, 3, 4) 
利用 线性 规划 中 单纯 形 法 得 到 ( LP) 的 初始 单纯 形 表 ( 表 4-3) 和 最 优 单纯 形 表 ( 表 4- 
4)。 


表 4-3 初始 单纯 形 表 
Ci 0 | 0 0 
T | 
Cp Xs b 疡 关 Xs Xa 
0 wa 6 3 2 1 0 
0 Xa 0 -3 2 0 1 
-Z 0 0 1 0 0 
表 4-4 最 优 单纯 形 表 
c 0 1 0 0 
T 
Cp Xs b XI x Na Xa 
0 好 | 1 0 1/6 -1/6 
1 Ny 3/2 0 1 1/4 1/4 
-Z -3/2 0 0 —1/4 -1/4 
Es 


由 表 得 (LP) 的 最 优 解 为 x" =[ 1 于】 ， 但 不 是 整数 解 。 
第 二 步 ， 引入 制 平面 。 
由 于 的 值 不 是 整数 ， 以 x 所 在 的 行为 源 行 构造 制 平面 ， 


1 3 
Xa = 


下 和 A (4-6) 
将 需要 的 数 分 解 为 整数 和 分 数 ， 二 =0+ 二 ,与 =1+3 
将 式 (4-6) 变形 为 
让 a 
2 4 3 4 六 pp 
(4-7) 
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在 整数 可 行 解 中 ，*: -1 和 0， 即 得 割 平面 方程 为 
1 1 


可 %3+ 才 %4 全 本 (4-8) 
在 式 (4-8) 中 加 入 松弛 变量 ， 可 得 
-t= (4.9) 
将 式 (4-9) 加 入 最 优 单纯 形 表 4-4 中 得 表 4-5， 
表 4-5 
可 0 1 0 0 0 
Gu X, b 2 x x x ws 
0 | Xi 1 1 0 1/6 —1/6 0 
1 Xs 372 0 1/4 1/4 0 
0 ws -1/2 0 0 —1/4 —1/4 1 
-Z -3/2 0 0 —1/4 —1/4 0 
用 对 偶 单纯 形 法 继续 迭代 ， 可 得 新 的 最 优 单纯 形 表 ， 如 表 4-6 所 示 。 
表 4-6 
c 0 1 0 0 0 
CB | 二 %i 类 %3 Se. Xs 
0 Xi 273 1 0 0 -1/3 2/3 
1 砚 1 0 1 0 0 1 
0 | 93 2 0 0 1 1 -4 
= 名 -1 0 0 0 0 = 


由 于 = 子 仍 不 是 整数 解 ， 故 重复 以 上 过 程 ， 以 w, 所 在 的 行为 源 行 构造 割 平面 ， 


盾 平面 方程 为 
之 2 
3%4 二 人 和 2 
加 入 松弛 变量 得 
多 2 2 
3%4 3*s +Xe = 一 了 
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将 上 述 方程 加 入 表 4-6 中 得 表 4-7。 


4.3 0-1 规划 


表 4-7 
c 0 1 0 0 0 0 
Cp Xs b xX] 和 % EA “| ws Xe 
0 Xl 37X2 1 0 0 -1/3 2/3 0 
1 | x 1 0 1 0 0 1 0 
0 | 2X3 2 0 0 1 1 4 0 
0 Xe 一 273 0 0 0 -2/3 =273 ] 
-Z -1 0 0 | 0 0 -1 0 


表 4-8 
Ci 0 1 0 0 0 0 
Cs Xs b 站 区 好 i ws Xe 
| 
0 Vi 1 1 0 0 0 1 -1/2 
1 1 0 1 0 0 1 0 
| | 
0 Xs 1 0 0 1 0 -5 3/2 
0 Xa 1 0 0 0 1 1 -3/2 
| | 
-Z -1 0 0 0 0 -1 0 


最 优 解 X" =(1，1)"'"， 最 优 目 标 函 数值 为 Z=1。 即 得 到 了 原 整 数 规划 问题 的 最 优 解 
和 最 优 目标 哨 数 值 。 

在 具体 计算 中 割 平面 法 收敛 得 慢 ， 没 有 分 枝 定 界 法 效率 高 ， 但 是 它 有 很 重要 的 理论 意 
这 


4.3 0-1 规划 


0-1 规划 在 整数 规划 中 占有 很 重要 的 地 位 ， 一 方面 是 因为 现实 生活 中 经 常 遇 到 各 类 决 
策 问题 ， 决 策 者 希望 模型 能 解决 诸如 : 是 否 要 参与 或 选择 某 些 项 目 (活动 ) 、 在 什么 地 点 
或 时 间 参 与 等 决策 问题 ， 解 决 这 类 “是 、 否 ”"“ 有 、 无 "或 * 选 、 不 选 " 等 问题 都 可 以 借助 
于 0-1 规划 模型 来 解决 ; 另 一 方面 利用 0-1 规划 还 可 以 把 很 多 非 线 性 规划 模型 表示 成 整数 
规划 模型 。 
0-1 规划 是 一 种 特殊 形式 的 整数 规划 ， 它 的 决策 变量 只 取 0 或 1,， 用 0 可 以 表示 “ 否 、 
无 、 不 选 ”， 而 1 表示 “是 、 有 、 选 "。 由 于 0-1 变量 的 特殊 性 ， 有 时 它 也 被 称 为 二 进 制 变 
量 或 逻辑 变量 。 
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4.3.1 需要 定义 0-1 变量 的 问题 示例 


1. 投资 地 址 的 选择 问题 

【 例 8】 某 超 市 要 在 东 、 北 、 南 三 处 分 别 建立 分 店 ， 拟 议 中 有 7 个 合适 地 点 4,(i=1， 
2，…，7) 可 供 选择 ， 每 个 地 点 的 投资 额 为 六 元， 但 总 投资 额 不 能 超过 C 元 ， 预 期 收益 为 
Ci Ns 要 求 . 

(1) 东 区 要 在 A,，4,，4; 中 至 多 选择 两 个 地 点 ; 

(2) 北 区 要 在 4, ，4; 中 至 少 选择 一 个 地 点 ; 

(3) 南 区 要 在 4.，4; 中 至 少 选择 一 个 地 点 。 

问 : 选择 7 个 地 点 中 的 哪 几 个 地 点 可 使 得 收益 最 大 ? 

分 析 : 

安 量 : 定义 041 变量 .=| 地、 和 入 这 有 

. ” 【0， 当 4, 点 没 被 选用 ” 


约束 条 件 ; 总 投资 额 的 约束 条 件 为 六 bx < Ci 


目标 函数 : 收益 最 大 化 maxZ = > cxwj6 
1 当 不 点 被 选用 

和; 设 ==|0” 当 人 点 没 入 入 有 

其 数学 模型 如 下 : 


max Z = Dex, 
wy 
站 


x =0 或 1(j=1, 2, …, 7) 
2. 相互 排斥 的 约束 条 件 
【 例 9】 ”假设 某 企 业 采 用 空运 和 船 运 两 种 方式 运送 货物 时 ， 容 积 约束 条 件 分 别 为 
Sxi+3x, <24 
7x1+4x, 45 
分 析 : 显然 这 两 个 约束 条 件 是 相互 矛盾 的 ， 为 了 将 互相 矛盾 的 两 种 选择 统一 到 一 个 问题 
1, 采用 船 运 
由， 可 以 先 定 义 0-1 变量 := 人” 沁 让 如 ， 如 此 就 可 以 把 两 个 相互 世 盾 的 约束 统一 为 
0， 采用 空运 
FE +3x, <24+zM 
7x1+4x, 45+(1-z)M 
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说 明 : CDW 是 充分 大 的 正 数 。 书 易 验 证 ， 当 z=1 时， 第 一 式 显 然 成 立 而 多 余 ， 故 为 
第 二 式 船 运 约束 有 效 ; 当 z=0 时 ， 第 二 式 显然 成 立 而 多 余 ， 故 为 第 一 式 空 运 约束 有 效 。 
推广 : n 个 约束 条 件 中 有 且 只 有 1 个 约束 条 件 起 作用 的 情况 。 


设 n 个 约束 条 件 为 : Da 夺 b(i = 1,2,…, n)， 定 义 0-1 变量 z= 
j=1 


eg 


就 可 上 nn 个 机 约束 统一 大 
第; 个 约 昌 和 作用 “， 就 可 以 把 ”个 相互 也 盾 的 约束 统一 为 


m 
> ajx; < b; + Ms; 
j=1 


Ytyt + =n=! 
说 明 ， 有 (n-/) 个 z=1， 故 第 一 个 式 有 (n-l) 个 约束 右 端 项 为 6,+M， 即 它们 是 多 余 无 
效 的 。 
3. 含有 固定 费用 的 问题 


天 ;+cixi(Xi>0) 
【 例 10】 设 *; 代表 产品 ; 的 产量 ， 如 其 生产 费用 为 Ci(x, ) = 6 (=0)， 其 中 天 


为 生产 产品 i 的 固定 费用 。 为 了 能 统一 到 一 个 问题 中 描述 ， 同 样 需 要 定义 0-1 变量 z= 


E> xX,> 


0 
””， 则 可 得 
人 则 可 得 


min Z = > (cx; + Kz,) 
天 二 人 


0<x, Mz, 
S. 区 
zi =0 或 1 
说 明 ， 第 一 个 约束 表明 当 x,>0 时 , z=1 ; 当 *=0 时 ，z=0 就 多 余 ， 可 以 略 去 ， 只 
有 z=1 才 有 意义 。 
4.3.2 0-1 规划 的 解法 


由 于 0-1 规划 的 变量 只 取 0，1 两 个 值 ， 很 容易 想到 的 方法 就 是 穷 举 法 ， 即 写 出 0，1 
的 所 有 组 合 ， 然 后 比较 函数 值得 最 优 解 。 对 于 有 个 变量 的 0-1 规划 问题 ， 就 需要 比较 2” 
个 目标 函数 值 的 大 小 及 所 有 约束 的 可 行 性 ， 显 然 ， 当 n 比较 大 时 ， 是 不 现实 的 ， 这 就 需要 
讨论 其 他 的 求解 方法 。 本 节 主 要 给 出 隐 枚 举 法 和 分 枝 隐 枚 举 法 。 

1. 隐 枚 举 法 

隐 枚 举 法 是 在 完全 枚 举 法 ( 穷 举 法 ) 的 基础 上 ， 通 过 加 入 一 定 的 条 件 ， 较 快 求 得 最 优 
解 的 方法 。 

(1 ) 隐 枚 举 法 的 基本 思想 。 

通过 设立 “过 竿 ”不等式 ， 只 检查 满足 "过 竿 ”不等式 条 件 的 0-1 分 量 组 合 就 能 求 出 问 
题 的 最 优 解 。 

“过 竿 ”不等式 的 一 般 形式 : Z, .= 
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(2 ) 隐 枚 举 法 的 解 题 步 又 。 

第 一 步 : 先 得 到 问题 的 某 个 可 行 解 及 目标 函数 值 ， 从 而 得 到 "过 竿 ”不等式 。 

第 二 步 : 依次 列 出 0-1 分 量 各 种 可 能 的 组 合 ， 首 先 判断 每 种 组 合 对 应 的 函数 值 是 否 满 
足 "“ 过 竿 ”不等式 ， 若 不 满足 ， 则 弃 之 ; 若 满足 ， 再 检验 其 是 否 满足 约束 条 件 ， 如 此 重复 
操作 ， 直 至 找到 最 优 解 。( 此 步 一 般 在 表格 中 进行 ) 

(3) 隐 枚 举 法 解 题 示例 。 

【 例 11】 求解 下 列 0-1 规划 问题 。 

maxZ =3%1—2%,+5%, 
x1+2x,—x;3 2 (1) 
xi+4x,+x%; 4(2) 

st 4X1+ Xs 3 (3) 
4x,+x3 6(4) 
x1，%2，%3=0 或 1 

解 : 第 一 步 : 观察 可 知 有 可 行 解 (0，0，1) ， 此 时 目标 值 为 Z=5， 故 “过 竿 ”不等式 
为 多 人 5 

第 二 步 : 写 出 0，! 的 所 有 组 合 ， 见 表 4-9 。 


表 4-9 
i 基准 竿 是 否 满足 约束 条 件 z 值 
2 三 5 满足 V (1) (2) (3) (4) 
(0,0,0) 0 不 用 验证 约束 条 件 
(0,0,1) 5 V -可 1 0 1 
5 
(0,1,0) -1 不 用 验证 约束 条 件 
(1,90,0) 3 不 用 验证 约束 条 件 
《三 > 开光 3 不 用 验证 约束 条 件 
(0 eh 8 V 1 1 
8 
z 宇 8 
i i i 1 不 用 验证 约束 条 件 
ep th 6 不 用 验证 约束 条 件 


可 见 ， 对 变量 和 约束 条 件 都 较 多 的 0-1 规划 问题 ， 用 隐 枚 举 法 求解 显然 是 不 可 行 的 。 
2. 分 枝 隐 枚 举 法 
分 枝 隐 枚 举 法 是 将 分 枝 定 界 法 和 隐 枚 举 法 相 结合 而 得 的 一 种 求解 0-1 规划 的 方法 。 
(1 ) 分 枝 隐 枚 举 法 的 解 题 步骤 。 
第 一 步 ， 把 目标 函数 转化 为 极 小 化 ， 若 已 是 求 最 小 ,直接 转 和 人 第 二 步 。 
第 二 步 : 把 目标 函数 系数 非 负 化 ， 如 果 * 的 系数 为 负数 ， 可 令 x'=1-x。 
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4.4 指派 问题 与 匈牙利 法 


第 三 步 : 把 所 有 决策 变量 按 其 目标 函数 系数 的 大 小 排列 (从 小 到 大 顺序 )。 
第 四 步 : 令 所 有 变量 取 0 值 ， 检 查 该 解 是 否 可 行 ， 如 果 为 可 行 解 即 为 最 优 解 ( 因为 最 
小 化 问题 ， 变 量 系数 又 都 为 正 ， 故 0 是 一 个 下 界 ) ， 如 果 不 可 行 转 人 第 五 步 。 
第 五 步 : 按 变量 的 顺序 依次 令 各 变量 分 别 取 0 或 1， 根 据 分 枝 定 界 法 的 原理 进行 剪 
枝 ， 直 至 结束 。 
(2) 分 校 隐 枚 举 法 解 题 示 例 。 
【 例 12】 用 分 枝 隐 枚 举 法 求解 下 列 0-1 规划 问题 。 
maxZ = 3x|—2x,+5%x, 
Xi+2X,—X3 2 
s. t. Xi1+4x,+x3 4 
5 区 = 或 | 
解 : 第 一 步 : 目标 函数 极 小 化 ， 令 Z'=-Z， 得 
minZ =—3x,+2%, 一 5x3 
XI1+2X,—X3 2 
s. t. 4X1+4x,+x; 4 
x1，%2，%3=0 或 1 
第 二 步 : 目标 函数 系数 非 负 化 ， 令 x =1-x, ，x'3=1-xs， 得 
minZ =3x',+2x,+5%'3—8 
X +2x2+X 3 4 
s. t. 4—%' +4x,—x', 2 
x 1，%2，%3=0 或 1 
第 三 步 : 把 所 有 决策 变量 按 其 目标 函数 系数 从 小 到 大 顺序 排列 ， 得 
minZ =2x,+3x'1+5x'3—8 
X +2x)+X 3 EA4 
s. 世 4- +4x2 —x'3 <2 
x'1，X2，%'3=0 或 1 
第 四 步 : 令 所 有 变量 取 0， 验 证 得 该 解 是 可 行 解 。 又 因为 x,'=1-x,，x3’=1-x3， 所 以 
原 问 题 的 最 优 解 为 (1，0，1) ， 最 优 值 为 8。 


4.4 指派 问题 与 匈牙利 法 


在 现实 生活 中 ， 有 各 种 类 型 的 指派 问题 。 指 派 问题 同样 是 整数 规划 中 的 一 类 重要 问 
题 。 例如， 有 份 工 作 需 要 分 配给 个 人 (或 部 门 ) 来 完成 ， 有 项 合同 需要 选择 ”个 投 
标 公 司 来 承包 ; 有 nn 个 班级 需要 安排 在 n 间 教 室 上 课 ; n 条 航线 如 何 指定 n 艘 船 去 航行 
等 。 诸 如 此 类 问题 ， 它 们 的 基本 要 求 是 在 满足 特定 的 指派 要 求 条 件 下 ， 应 如 何 指派 ， 从 而 
使 指派 方案 的 总 体 效 果 最 优 ， 这 类 问题 就 称 为 指派 问题 或 分 配 问 题 。 

159 


第 4 章 整数 规划 


4.4.1 指派 问题 的 数学 模型 


由 上 可 知 ， 指 派 问题 具有 多 样 性 ， 因 此 需要 定义 指派 问题 的 标准 形式 : 设 现 有 nn 个 人 
被 分 配 去 做 件 工作 ， 规 定 每 个 人 只 能 做 一 件 工作 ， 每 件 工作 也 只 需要 一 个 人 去 做 。 已 知 
第 i 个 人 去 做 第 j 件 工作 的 效率 (时 间或 费用 ) 为 cj(i=1,2，…, n; j=1, 2，…, n)， 并 
假设 c, >0。 问 应 如 何 分 配 才能 使 总 效率 (时 间或 费用 ) 最 高 ? 
分 析 : 引入 0-1 变量 (决策 变量 )w， 
，_f1， 着 指派 第 人 做 第 j 件 事 (| 2 
lo0， 车 不 指派 第 i 人 做 第 j 件 事 “人 
如 考虑 目标 函数 最 小 化 问题 ， 则 上 述 标准 指派 问题 的 数学 模型 为 


天 n 
minZ = > D, cx; 
i=1 j=1 


Dx = 1 j=1，2.…，n( 表 示 每 件 事 必 有 且 只 有 一 个 人 去 做 ) 


st | 交 x =1 j=1, 2,…, n( 表 示 每 个 人 必 做 且 只 做 一 件 事 ) 
j= 


xj=0 或 1 bs j= 2 “sn 


观察 可 知 ， 上 述 指派 问题 的 数学 模型 和 产销 平衡 的 运输 问题 的 模型 很 相似 ， 仅 仅 除 了 
变量 有 0-1 取 值 要 求 ， 故 可 以 把 指派 问题 看 做 一 种 特殊 的 运输 问题 ， 可 以 通过 表 上 作业 法 
求解 指派 问题 。 同 时 ， 由 下 面 定理 1 知 ， 我 们 在 求解 产销 平衡 的 运输 问题 时 ， 也 可 将 运 价 
表 中 的 行 或 列 减 去 或 加 上 一 个 常数 让 运 价 表 中 的 数字 变 得 更 加 简单 和 容易 求解 。 


4.4.2 匈牙利 法 的 基本 原理 


从 上 述 模 型 可 知 ， 指 派 问题 既是 整数 线性 规划 问题 ， 又 是 一 类 特殊 的 运输 问题 ， 同 时 
也 是 0-1 规划 问题 的 特例 。 因 此 可 以 用 整数 规划 、 运 输 问题 、0-1 规划 的 解法 求解 指派 问 
题 ， 但 是 很 麻烦 ， 就 如 同 用 单纯 形 法 求解 运输 问题 一 样 是 很 不 合算 的 。 根 据 指派 问题 的 特 
征 有 更 简单 的 计算 方法 ， 即 匈牙利 法 。 此 方法 是 由 美国 数学 家 库 恩 ( W. W. Kuln ) 在 1955 
年 提出 来 的 求解 指派 问题 的 一 种 简单 算法 ， 他 是 根据 匈牙利 数学 家 康 尼 格 关 于 矩阵 中 0 元 
素 的 定理 (定理 2) 而 得 的 ， 故 此 解法 又 称 为 匈牙利 法 。 

定义 1 效率 矩阵 将 指派 问题 中 的 效率 系数 o% 排 成 一 个 nxn 矩阵 ， 称 为 效率 矩阵 
(或 价值 系数 矩阵 ) 。 


Cl Cu C 1 

Cy C2 C2 
C= (C3) i = 

Cnl Cm Cin 


定义 2 将 nxn 个 决策 变量 x; 也 排 成 一 个 nxn 矩阵 X= (x ) ,x。， 称 为 决策 变量 和 矩阵 
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(或 解 矩 阵 ) ， 即 
XITl X12 | 
al X2z x 
X= 
LN x x 


2 


此 解 和 矩阵 的 特点 是 ， 它 是 一 个 n 个 元 素 为 1， 其 他 元 素 全 为 0 的 nxn 和 矩 阵 ， 且 这 个 
1 位 于 不 同 的 行 与 不 同 的 列 中 ， 每 种 情况 都 可 作为 指派 问题 的 一 个 可 行 解 ， 故 指派 问题 有 
nl 个 可 行 解 。 

定理 1 设 指派 问题 的 效率 矩阵 为 C， 若 将 该 矩阵 的 某 一 行 (或 列 ) 的 各 个 元 素 都 减 去 
同一 常数 ( 正 负 均 可 ) ， 得 到 新 的 矩阵 记 为 C"， 则 以 C "为 效率 矩阵 的 新 指派 问题 与 原 指 派 
问题 的 最 优 解 相 同 ， 但 其 最 优 值 不 同 

推论 ” 若 指 派 问题 效率 矩阵 每 一 行 及 每 一 列 分 别 减 去 各 行 及 各 列 的 最 小 元 素 ， 则 得 到 
的 新 指派 问题 与 原 指 派 问 题 有 相同 的 最 优 解 。 

注 : 利用 定理 1 或 推论 1 可 以 将 原 效 率 矩 阵 化 成 与 它 等 价 的 仅 含 0 和 正 数 的 新 效率 拢 
阵 ， 且 新 效率 矩阵 中 的 0 元 素 更 多 。 如 果 这 个 0 元 素 不 断 增 加 的 过 程 能 持续 下 去 ， 当 到 达 
某 个 效率 和 矩阵 时 ， 和 矩阵 中 足够 多 的 0 元 素 最 终 将 使 最 优 解 容易 得 到 。 

定义 3 在 效率 矩阵 C 中 ， 有 一 组 处 在 不 同行 不 同 列 的 零 元 素 ， 称 为 独立 零 元 素 组 ， 
此 时 其 中 每 个 零 元 素 称 为 独立 零 元 素 。 


【 例 13】 已 知 
5 0 2 -0 
2 3 10: 0 
C= 
0 5 6 7 
4 8 0 0 


则 {ej,，cx，cs1，cw} 是 一 个 独立 零 元 素 组 ，{c1,，cys3，ca1，cm} 也 是 一 个 独立 零 元 素 组 ， 
每 个 c, 位 置 的 0 元 素 即 为 独立 零 元 素 ( 具体 找 独立 零 元 素 的 方法 见 下 面 匈 牙 利 法 的 步骤 ) 。 

由 以 上 分 析 可 知 ， 对 应 C 中 出 现 独立 零 元 素 的 位 置 ， 在 解 算 阵 半 中 令 x;=1， 其 余 取 
0 值 ， 就 得 到 指派 问题 的 一 个 最 优 解 ， 如 上 例 


共和 
1 0 0 0 
=| 0 0 0 1 | 都 是 最 优 解 。 


OO OS 
Ln < 己 所 


0 
1 
0 
0 0 0 1 0 

综 上 所 述 , 匈牙利 法 的 基本 思路 是 : 通过 对 效率 和 矩阵 进行 变换 ， 直 至 能 找到 n 个 独立 
零 元 素 ， 然 后 将 解 矩 了 泗 X 中 和 此 时 效率 矩阵 中 独立 零 元 素 对 应 位 置 的 元 素 取 为 1， 其 他 元 
素 取 为 0， 即 得 到 最 优 解 。 

但 在 有 些 问题 中 效率 矩阵 中 独立 零 元 素 的 个 数 小 于 n 个 ， 这 样 就 得 不 到 最 优 指 派 方 
案 ， 需 要 作 进 一 步 的 分 析 ， 首 先 给 出 下 述 定理 (匈牙利 数学 家 康 尼 格 关于 和 矩阵 中 0 元 素 的 
定理 ) 。 

定理 2 ”效率 矩阵 C 中 独立 零 元 素 的 最 多 个 数 等 于 能 覆盖 所 有 零 元 素 的 最 小 直线 数 。 
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【 例 14】 已 知 效率 矩阵 Cl,，C,，Cs 如 下 : 


和 了 了 司 多 2 
3 二 了 
33 人 人 0 0 4 3 0 0 0 
过 站 由 
Ge bl 入 汪 8 对 人 这 Gs 3 3 0 
0 3 6 7 
4 8 0 0 4 6 8 0 0 4 
4 8 0 0 
0 6 $6 5 04 1 4 3 


分 别 用 最 少 的 直线 去 覆盖 各 自 和 矩阵 中 的 零 元 素 。 
解 : 可 见 C, 至 少 需要 4 根 ，C, 至 少 需要 4 根 ，C; 至 少 需要 5 根 ， 因 此 它们 的 独立 零 
元 素 个 数 分 别 为 4，4，5。 


4.4.3 匈牙利 法 的 求解 步骤 


第 一 步 : 把 指派 问题 的 效率 矩阵 C 按 下 述 方法 变换 为 B, 使 B 的 各 行 各 列 中 都 出 现 0 
元 素 ， 即 

(1) 把 C 的 每 行 元 素 都 减 去 该 行 的 最 小 元 素 ; 

(2) 再 把 所 得 的 新 效率 和 矩阵 的 每 列 元 素 都 减 去 该 列 的 最 小 元 素 。 

第 二 步 : 进行 试 指派 ， 以 寻求 最 优 解 。 

在 B 中 寻找 尽 可 能 多 的 独立 0 元素 ， 铬 正好 能 找 出 nn 个 独立 0 元素， 就 以 这 nn 个 独立 
0 元 素 对 应 于 解 矩 阵 了 中 的 元 素 为 1， 其 余 为 0， 这 就 得 到 最 优 解 。 

下 面 给 出 寻找 独立 0 元 素 的 步骤: 

QD 从 只 有 一 个 0 元 素 的 行 ( 列 ) 开始， 给 这 个 0 元素 加 圈 ， 记 作 @。 然 后 划 去 所 在 
列 ( 行 ) 的 其 他 0 元素， 记 作 5 ;表示 这 列 所 代表 的 任务 已 经 指派 完 ， 不必 再 考虑 了 。 

@) 给 只 有 一 个 0 元 素 的 列 ( 行 ) 中 的 0 元 素 加 圈 ， 记 作 @ ; 然后 划 去 @ 所 在 行 ( 列 ) 的 0 
元 素 ， 记 作 俱 

@@ 反 复 进行 (1) 和 (2) 两 步 ， 直 到 把 尽 可 能 多 的 0 元素 都 被 圈 出 和 划 掉 为 止 。 

(@ 若 仍 有 没有 划 圈 的 0 元 素 ， 且 同行 ( 列 ) 的 0 元 素 至 少 有 两 个 ， 则 从 剩 有 0 元 素 最 少 
的 行 ( 列 ) 开 始 ， 比 较 这 行 各 0 元 素 所 在 列 中 0 元 素 的 数目 ， 选 择 0 元 素 少 的 那 列 的 这 个 0 
元 素 加 圈 ( 表示 选 择 性 多 的 要 “礼让 ”选择 性 少 的 )。 然 后 划 掉 同行 同 列 的 其 他 0 元 素 。 可 
反复 进行 ， 直 到 所 有 0 元 素 都 已 圈 出 和 划 掉 为 止 。 

车 元 素 的 数目 m 等 于 和 矩阵 的 阶 数 n， 那 么 这 指派 问题 的 最 优 解 已 得 到 。 若 m<n， 
则 转 入 第 三 步 。 

第 三 步 : 作 最 少 的 直线 覆盖 所 有 0 元 素 。 

(1) 对 没有 日 的 行 打 V 号 ; 

(2) 对 已 打 V 号 的 行 中 所 有 含 8 元 素 的 列 打 MV 号; 

(3) 再 对 打 有 V 号 的 列 中 含 @ 元 素 的 行 打 V 号 ; 

(4) 重复 (2) ，(3 ) 直到 得 不 出 新 的 打 V 号 的 行 、 列 为 止 ; 

(5) 对 没有 打 V 号 的 行 画 横 线 ， 对 打 V 号 的 列 画 纵 线 ， 这 就 得 到 覆盖 所 有 0 元 素 的 最 
少 直线 数 1/。1 应 等 于 m， 若 不 相等 ， 说 明 试 指派 过 程 有 误 ， 回 到 第 二 步 中 的 (4)， 另 行 试 
指派 ; 若 1=m<ma， 须 再 变换 当前 的 效益 和 矩阵， 以 便 找到 mn 个 独立 的 0 元素 ,为 此 转 第 
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四 步 。 

第 四 步 : 变换 矩阵 B 以 增加 0 元 素 。 

在 没有 被 直线 覆盖 的 所 有 元 素 中 找 出 最 小 元 素 ， 然 后 打 W 各 行 (未 被 直线 覆盖 行 ) 都 
减 去 这 最 小 元 素 ; 打 V 各 列 (被 直线 覆盖 列 ) 都 加 上 这 最 小 元 素 ( 以 保证 系数 矩阵 中 不 出 现 
负 元 素 ) 。 新 系数 矩阵 的 最 优 解 和 原 问 题 仍 相同 。 再 转 回 第 二 步 。 


4.4.4 匈牙利 法 求解 示例 


【 例 15】 已 知 某 指派 问题 的 效率 矩阵 如 下 ， 求 使 得 目标 函数 最 小 化 的 指派 方案 。 
2 15 13 4 
10 4 14 15 
|9 14 16 13 
7 8 11 9 
解 : 第 一 步 : 变换 效率 矩阵 ， 使 指派 问题 的 效率 矩阵 经 过 变换 ， 在 各 行 各 列 中 都 出 现 
0 元 素 。 具 体 做 法 是 : 先 将 效率 矩阵 的 各 行 减 去 该 行 的 最 小 非 0 元 素 ， 再 从 所 得 系数 矩阵 
中 减 去 该 列 的 最 小 非 0 元 素 。 


行 变换 3 列 变换 
2 13 13 在 | 每 行 碱 去 时 jl 之 每 列 减 于 0 13 7 0 
10 4 14 15 |4 最 右 端 数 |6 0 10 11| 每 列 最 小 数 |6 0 6 9 
C= = =B 
9 14 16 1319 0 5 7 4 Q 5 3 2 
7 8 11 917 0 1 4 2 0 0 0 
得 到 的 新 矩阵 B 中 ， 每 行 每 列 都 出 现 零 元 素 。 
第 二 步 : 进行 试 指派 ， 寻 求 最 优 解 。 
根据 寻找 独立 零 元 素 的 步骤 : 


(1) 由 于 第 二 行 、 第 三 行 只 有 一 个 0， 且 不 在 同一 列 ， 先 从 第 二 行 、 第 三 行 开始 给 这 
个 0 元 素 加 圈 ， 记 作 @ ， 然 后 划 去 @ 所 在 列 的 其 他 0 元素, 记 作 J; 即 
9 13 7 0 
6 @69 
© 5 3 2 
9 1 00 
(2) 第 三 列 中 只 有 一 个 0 元 素 ， 给 此 0 元 素 加 圈 ， 记 作 @ ; 然后 划 去 @ 所 在 行 0 元 素 ， 
记 作 58， 即 


B= 


13 


So 


9 7 
6 @ 6 
@5 3 
9 1 © 
(3) 重 复 (1)、(2) 步 。 第 一 行 只 有 一 个 0 元 


个 0 元 素 ， 给 这 个 0 元 素 加 圈 ， 记 作 @ ， 即 
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乡 13 7 QO 
6 © 6 9 
© 5 3 2 
jg 1 ai 9 


由 于 所 有 的 0 元 素 都 被 圈 出 和 划 掉 ， 故 第 (4) 步 省 略 ， 转 和 人 第 (5) 步 ; 

(5) 上 一 个 矩阵 中 @@ 元 素 的 数目 普 等 于 和 矩 阵 的 阶 数 n， 表 明 已 得 到 这 个 指派 问题 的 最 
优 解 。 

在 解 矩 阵 中 把 和 人 © 的 位 置 对 应 的 元 素 取 为 1， 其 他 位 置 都 取 为 0， 即 最 优 解 为 


3 2 


【 例 16】 某 电脑 公司 计划 把 四 种 新 产品 分 配给 四 个 工厂 生产 ,每 个 工厂 只 生产 一 种 
产品 ， 每 种 产品 只 能 让 一 个 工厂 生产 。 四 个 工厂 的 单位 产品 生产 成 本 (元 / 件 ) 如 表 4-10 所 
示 。 求 最 优生 产 配 置 方 案 。 


表 4-10 
产品 1 产品 2 产品 3 产品 4 
网 | 吉 下 | 58 69 180 260 
三 急 75 50 150 230 
aa 洛 65 70 170 250 
下 下 多 82 55 200 280 


解 : 第 一 步 : 变换 效率 和 矩阵， 使 指派 问题 的 效率 矩阵 经 过 变换 ， 在 各 行 各 列 中 都 出 现 
0 元 素 。 具 体 做 法 是 : 先 将 效率 矩阵 的 各 行 减 去 该 行 的 最 小 非 0 元 素 ， 再 从 所 得 系数 矩阵 
中 减 去 该 列 的 最 小 非 0 元 素 。 

58 69 180 260158 行 变 换 [0 11 122 202] , 列 变换 [0 11 22 22 


每 列 减 去 
180 | 每 列 最 小 数 125 0 0 0 


每 行 减 去 
75 50 150 ” 230 150 最 右 端 数 | 25 

二 = 
65 70 170 250 |65 0 


S 
三 
S 


三 党 


5 105 185 0 和 5 3 
82 55 200 280 |55 27 0 145 225 27 0 45 45 
第 二 步 : 进行 试 指派 ， 寻 求 最 优 解 。 
根据 寻找 独立 零 元 素 的 步 又 : 


(1) 由 于 第 一 行 、 第 三 行 、 第 四 行 都 只 有 一 个 0, 但 第 一 行 与 第 三 行 的 0 在 同一 列 ， 
故 先 从 第 一 行 、 第 四 行 开始 给 这 个 0 元 素 加 圈 ， 记 作 @ ， 然 后 划 去 @ 所 在 列 的 其 他 0 元 
素 ， 记 作 乡 ， 即 
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© 1 22 22 

25 { 0 0 
B= a 

0 5 5 5 


27 @ 45 45 
(2) 第 三 列 、 第 四 列 中 也 都 只 有 一 个 0 元 素 ， 且 位 于 同一 行 ， 故 只 能 任 给 一 个 0 元素 加 图 


(不 妨 加 第 三 列 ， 加 第 四 列 用 同样 的 方法 ) ， 记 作 @ ; 然后 划 去 QO 所 在 行 0 元素 , 记 作 5， 即 


© 11 22 22 
25 人 oO 9 
0 5 5 5 
27 © 45 45 
此 时 所 有 的 0 都 已 被 圈 出 和 划 掉 ， 但 m=3<n， 转 第 三 步 。 
第 三 步 ， 作 最 少 的 直线 覆盖 所 有 “0” 
(1) 对 没有 @ 的 行 打 V 号 。 
© 11 22 22 
25 纺 @ 9 
BG 5 5 5 V 
27 © 45 45 
(2) 对 已 打 V 号 的 行 中 所 有 含 8 元素 的 列 打 VM 号。 
© 11 22 22 
25 8 © 9 
0 5 5 5 V 
27 © 45 45 
4 
(3) 再 对 打 有 V 号 的 列 中 含 @ 元 素 的 行 打 V 号 。 
@ 11 22 221V 


25 4 © 7 

Gg 5 5 5 
27 @ 45 45|V 
V 


(4) 到 已 得 不 出 新 的 打 V 号 的 行 、 列 为 止 。 
(5) 对 没有 打 V 号 的 行 画 横 线 ， 有 打 V 号 的 列 画 纵 线 ， 即 


0 11 22 22 
25—{---6-—-0- 
0 5 5 5 


-9-45 一 4 
这 就 得 到 覆盖 所 有 0 元 素 的 最 少 直线 数 /。 此 时 1=m=3<n， 故 须 青 变换 当前 的 效益 和 矩 


， 以 找到 nn 个 独立 的 0 元 素 ， 为 此 转 入 第 四 步 。 


第 四 步 : 变换 矩阵 B 以 增加 0 元 素 。 
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在 没有 被 直线 覆盖 的 所 有 元 素 中 找 出 最 小 元 素 为 5， 然 后 打 V 各 行 (未 被 直线 覆盖 行 ) 
都 减 去 这 最 小 元 素 ; 打 V 各 列 ( 被 直线 覆盖 列 ) 都 加 上 这 最 小 元 素 ,0 元 素 不 加 ( 以 保证 系 
数 和 矩阵 中 不 出 现 负 元 素 ) 。 即 


0 下 17 17 
30 .0 0 0 

0 0 0 0 
32 0 45 45 


新 系数 矩阵 的 最 优 解 和 原 问 题 仍 相同 。 转 入 第 五 步 。 
第 五 步 : 再 进行 试 指派 ， 寻 求 最 优 解 。 重 复 上 面 第 二 步 的 过 程 ， 寻 找 独 立 0 元 素 ( 过 程 略 ) 。 


© 6 17 17 © 6 17 17 
30 2g © 9 或 30 8 8 9 
gg go0|™ lgyg og 
32 © 4453 向 32 © 45 45 


上 面 矩 阵 中 人 元素 的 数目 m 等 于 矩阵 的 阶 数 m”， 表 明 已 得 到 这 个 指派 问题 的 最 优 解 。 
在 解 矩 阵 中 把 和 @ 的 位 置 对 应 的 元 素 取 为 1， 其 他 位 置 都 取 为 0， 即 最 优 解 为 
上 O00 0 1 0 0 0 


G0 0 
00 1 
0 1 0 


人 CY 


有 两 个 最 优 方 案 : 
第 一 种 方案 : 第 一 个 工厂 加 工 产 品 1， 第 二 个 工厂 加 工 产品 3， 第 三 个 工厂 加 工 产 品 
4， 第 四 个 工厂 加 工 产品 2; 


第 二 种 方案 : 第 一 个 工厂 加 工 产 品 1， 第 二 个 工厂 加 工 产品 4， 第 三 个 工厂 加 工 产品 
3， 第 四 个 工厂 加 工 产品 2; 
单 件 产品 总 成 本 : 2Z=58+150+2504+55=513。 


4.4.5 非 标准 形式 的 指派 问题 


在 现实 生活 中 ， 很 多 指派 问题 并 非 是 标准 形式 。 解 题 的 一 般 思路 是 : 先 化 成 标准 形 
式 ， 然 后 再 用 匈牙利 法 求解 。 

1. 最 大 化 的 指派 问题 

其 一 般 形式 为 


n n 
maxZ = > ci 
i=1 j=1 


x;=1 (j=1, 2 n) 
=1 
s.t. 
DA 4 光 n) 
j=1 
my n) 


166 


4.4 指派 问题 与 匈牙利 法 


解 题 方法 : 设 最 大 化 的 指派 问题 的 系数 矩阵 为 C= (cj) ,k=，max fc ， 令 B= 
(=(-cy)w， 则 以 有 为 系数 矩阵 的 最 小 化 指派 问题 和 以 C 为 系数 矩阵 的 原 最 大 化 
指派 问题 有 相同 的 最 优 解 。 

【 例 17】 ” 某 车 间 有 4 名 员工 4,，4,，A4,，4,， 分 别 操作 4 台 机 器 B,，B,，B,，B,。 
不 同 员工 操作 不 同 机 器 每 小 时 的 产量 如 表 4-11 所 示 ， 求 产值 最 大 的 指派 方案 。 


表 4-11 
机 器 
员工 
4 10 9 8 7 
42 3 4 5 看 
A, | 2 1 = 1 2 
et 
10 9 8 7 
3 坟 S 6 
解 C=(ej)ww=| | 1 2|, *={10, 9, 8, ,3, 2, 1}=10 
4 3 5 6 
@ 1 2 3 0 2 3 0 0 1 3 
7 6 5 4 3 .21 人 0 3 1 0 
B=(B,) = (10-c3), = 一 汉 =B， 
8 9 9 8 0 1 1 0 0 0 0 0 
6 7 5 4 2 3 1 0 2 2 0 0 
可 见 ，B' 中 的 可 圈 的 独立 0 元 素 有 4=n 个 , 如 
© 9g 1 3 gg © 1 3 
3 1 © 乡 或 3 1 9 © 
g Og 4| loygyyg gy 
2 2 9 © 2 2 @ 9 
所 以 可 得 最 优 指派 方案 : 
1 0 0 0 0 1 0 0 
0 
0 10 0 1 O00 0 
0 0 0 1 0 0 0 
即 为 产值 最 大 的 指派 方案 ， 最 大 产值 为 Z= 10+5+1+6=22。( 本 题 还 有 其 他 指派 方案 ， 


请 读者 自行 讨论 ) 
2. 人 数 和 任务 数 不 相等 的 指派 问题 
由 于 指派 问题 是 一 种 特殊 的 运输 问题 ， 故 可 认为 此 类 型 的 指派 问题 是 一 种 不 平衡 的 运 
输 问题 。 可 模仿 运输 问题 中 的 做 法 ， 添 加 虚拟 的 人 或 虚拟 的 任务 ， 使 人 和 任务 的 数目 相 
167 


第 4 章 整数 规划 


等 ， 并 令 这 些 虚 拟人 完成 各 项 任务 的 效率 都 是 0， 或 令 这些 虚 拟 任务 被 每 个 人 完成 的 效率 
都 是 0， 从 而 把 这 类 指派 问题 化 成 标准 形式 的 指派 问题 。 

解 题 的 方法 是 : 

(1) 若 人 数 小 于 任务 数 ， 可 虚拟 一 些 "“ 人 ”， 设 这 些 虚 拟 的 * 人 "做 各 项 任务 的 费用 系 
数 为 0， 可 理解 为 这 些 费用 实际 上 不 会 发 生 。 

(2) 若 人 数 大 于 任务 数 ， 可 虚拟 一 些 “ 任 务 "”， 设 这 些 虚拟 的 “任务 "被 各 个 人 做 的 费 
用 系数 为 0， 可 理解 为 这 些 事 根 本 没 发 生 。 

3. 一 个 人 可 做 几 件 任务 的 指派 问题 

若 某 人 可 同时 做 a 项 任务 ， 则 可 将 该 人 看 做 相同 的 a 个 “人 "来 指派 。 这 4a 个 “人 ”做 
同一 项 任务 的 费用 系数 当然 一 样 。 

4. 某 项 任务 不 能 由 某 人 去 做 的 指派 问题 

当 某 项 任务 不 能 由 某 人 去 做 时 ， 可 将 此 人 做 此 项 任务 的 费用 取 作 足够 大 的 正 数 MM。 


4.5 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 
下 面 以 案例 为 基础 ， 分 别 介 绍 “ 管 理 运 筹 学 "2.0、Excel、Lindo 和 Matlab 软件 求解 整 
数 线性 规划 模型 的 方法 。 
4. 5. 1 “管理 运筹 学 ”2.0 求解 整数 规划 问题 


【 例 18】 某 电 器 公司 生产 3 种 不 同型 号 的 电器 ， 每 种 电器 都 需要 资源 : 劳动 力 、 金 
属 板 、 机 器 设备 和 隔 热 板 ， 生 产 一 个 电器 所 需 的 四 种 资源 的 数量 、 四 种 资源 的 总 供应 量 、 
三 种 电器 的 固定 生产 成 本 及 单位 利润 如 表 4-12 所 示 。 


表 4-12 
电器 1 电器 2 电大 3 供应 量 
金属 板 (1) 2 4 8 500 
劳动 力 ( 人) 2 3 4 300 
机 器 设备 ( 台 ) 1 2 3 100 
隔 热 板 ( 片 ) 3 5 7 700 
固定 成 本 ( 千 元 ) 100 150 200 
利润 ( 千 元 ) 3 4 8 


解 : 设 x，x,，% 分 别 为 三 种 电 融 的 生产 数量 。 因 为 固定 成 本 只 有 在 生产 该 种 电器 时 


会 产生 ， 所 以 为 了 说 明 固定 成 本 的 这 种 性 质 ， 需 设 
] ， 生产 电器 六 即 «,>0 
”… 0， 不 生产 电器 i， 即 ,=0 
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则 扣除 固定 成 本 后 的 利润 最 大 的 目标 函数 为 
maxZ =3x1+4x,+8x;—100y,—150y,—200y; 
下 面 先 写 关于 四 种 资源 量 的 限制 条 件 : 
2x1+4%x,+8x3 500 
2x1+3x,+4x3 300 
Xi1+2x,+3%x, 100 
3x1+5xs+7%3 E700 
然后 ， 注 意 到 不 能 出 现 某 电器 不 投入 固定 成 本 就 生产 的 情况 ， 为 此 要 加 上 以 下 的 约束 
条 件 : 
bE ， 区 拟人 厂 3 所 室 有 的 
式 中 ，M,，M,，M, 都 是 充分 大 的 正 数 ，M ，M,，M, 可 取 同 一 个 值 。 从 三 种 电器 需要 的 
劳动 力 的 情况 可 知 ， 三 种 电器 的 生产 数量 分 别 不 会 超过 150，100，200 个 ， 因 此 可 取 M = 
200，M,=150，M;=300， 即 得 x 200y,， 和 妃 和 1507 ，x3 过 300y3 。 
分 析 上 述 条 件 可 知 ， 若 取 M =M,=Ms=200， 则 当 y,=0， 即 对 电器 i 不 投入 固定 成 本 
时 ， 有 x%, 志 200y,=0， 即 没有 生产 电器 i;， 当 y,=1， 即 对 电器 i 投入 固定 成 本 时 ， 有 x%, 专 
200y,=200， 即 最 多 生产 电器 i200 个 。 这 显然 是 合理 的 。 
综 上 所 述 ， 该 问题 的 整数 规划 模型 为 
max 定 =3xi+4x+8x3 一 1007yi 一 13072 一 20073 
2x1+4x,+8x3 500 
2x,+3x,+4x; 三 300 
Xi+2x,+3%3 100 
3x1+5%,+7%x, 和 700 
BL. Xi 200y, 
x S150y; 
xa 300y; 
x 三 0 且 为 整数 ， j=1; 2 3 
7 =0 或 1， j=1, 2 3 


下 面 用 “管理 运筹 学 "2.0 软件 求解 上 述 混合 整数 线性 规划 问题 。 

第 一 步 : 在 “管理 运筹 学 ”2.0 主 窗口 中 点 击 “ 整 数 规划 ”模块 按钮 ， 弹 出 的 界面 如 图 
4-7 所 示 。 根 据 问 题 的 类 型 选择 相应 的 子 模块 ， 本 题 可 选择 “ 纯 整 数 规划 问题 "或 “混合 整 
数 规划 问题 "。 在 此 ， 我 们 选 后 者 。 

第 二 步 : 点 击 “ 新 建 "按钮 ， 然 后 按 要 求 在 弹出 的 界面 中 输入 模型 中 的 数据 ， 如 图 4-8 
所 示 。 

注 : 输入 模型 中 的 数据 时 ， 注 意 变 量 为 整数 和 为 0-1 变量 的 选择 。 

第 三 步 : 点 击 “ 解 决 "按钮 ， 得 到 求解 结果 ， 如 图 4-9 所 示 。 

由 图 4-9 可 知 ， 该 整数 规划 模型 的 最 优 目标 函数 值 是 200， 最 优 解 是 : x, = 100，x,= 
sj=0，yi=1,， 为 = 为 =0。 即 生产 100 个 电器 1， 可 得 到 最 大 利润 300 千 元 ， 且 从 输出 信息 
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”基教 规划 


请 选择 所 要 解决 问题 的 模型 


纯 整 数 规划 问题 


mite et 


混合 束 汶 规划 问题 


EE 


| 要 量 |%1 Xe 3 x | 二 3 
| 要 小 |0-1 变 量 [ 证 涛 |] 整 效 整数 EE 0-1 变 最 ”0~1 概 量 。 0-! 芝 和 量 


图 4-8 


目标 函 获 最 忧 值 为 ;200 
届 解 


最 其 
3 100 
X2 0 
x3 0 
x 和 1 
x5 0 
Ra 0 

约束 松弛 /剩余 

1 300 
4 100 
3 [a 
4 400 
5 100 
6 0， 
时 


图 4-9 
还 看 到 ， 此 时 金属 板 还 有 300t 没 被 使 用 ， 劳 动力 也 还 多 余 100 人 ， 隔 热 板 还 剩余 400 片 
没 使 用 ， 只 有 机 器 设备 全 部 用 完 。 因 此 ， 增 加 机 器 设备 是 可 能 使 利润 再 增加 的 。 

注 : 用 “管理 运筹 学 "2.0 软件 求解 纯 整 数 规划 和 0-1 整数 规划 问题 时 ， 软 件 已 按 要 求 
设 定 好 变量 的 取 值 要 求 ， 不 需要 再 选择 。 
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4.5.2 ”Excel 求解 整数 规划 问题 


Excel 求解 各 类 整数 规划 问题 仍旧 是 借助 “规划 求解 " 宏 来 实现 的 。 除 了 在 设置 约束 条 
件 时 ， 要 选择 关于 变量 取 整 数值 或 取 0-1 值 的 操作 外 ， 其 余 所 有 的 操作 同 线性 规划 一 样 。 

下 面 用 Excel 来 求解 例 19 中 的 整数 线性 规划 问题 。 

在 Excel 中 输入 模型 中 对 应 的 数据 ， 如 图 4-10 所 示 。 其 中 决策 变量 对 应 的 单元 格 是 
J]4: J9 ,目标 单元 格 是 ]， 其 计算 公式 为 “=MMULT( B2: G2，J4: J9)”。 约束 条 件 所 在 
单元 格 为 B13: H13 ,其 计算 公式 分 别 为 

约束 1: B13 =MMULT(B4: G4, J4: J9) 约束 2: C13=MMULT(B5: G5, J4: J9) 

约束 3: D13 =MMULT(B6: G6, J4: J9) 约束 4: E13=MMULT(B7. G7, J4: J9) 

约束 5: Fl13 =MMULT(B8: G8，J4: J9) 约束 6: G13 =MMULT(B9: G9, J4: Jo) 

约束 7: H13 =MMULT(B10: G10, J4: Jo) 


I a 
右 菇 项 
和 8 -100 -150 -200 
目标 值 ”8VALUE! 
4 8 0 0 0 500 xl 
3 4 0 0 0 300 x2 
2 3 0 0 0 100 x3 
5 7 0 0 0 700 y1 
0 0 200 0 0 0y2 
1 0 0 -150 0 0.y3 | 
0 1 0 0 -300 0 
证 约束 ! 约束 2 ”约束 3 ”约束 4 ;约束 5 ”约束 6 约束 7 
| 攻 "HVALUE! ”EVALUE! "3VALUE! “3VALUE! ' aVALUE! ”=VALUE!“xVALUE! 
图 4-10 


规划 求解 参数 设置 见 图 4-11, 变量 取 整 数值 或 取 0-1 值 的 设置 方法 分 别 如 图 4-12 、4- 
13 所 示 。 


设置 目标 单元 格 (E) : | EE S| 

等于 : 名 最 大 信人 0 全 最 小 值 0 记 们 (yy: 10 一 一 | 
可 亮 单元 格 (8) : ; 
Tt 图 
| 约束 D: 


| [S8013: $8913 < 9HY4:$H$10 
7$4:$]$6 = 整 
| $7$7:$]$9 = 二 进 制 


E77 
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| 单元 格 引用 位 置 @): 约束 值 @): 
图 in 加 -二 苇 


选中 “假设 非 负 "和 "采用 线性 模型 ”， 再 点 击 “ 确定" 按钮 ， 回 到 “规划 求解 参数 " 对话 
框 ， 再 点 击 “ 求 解 " 按 钮 ， 可 得 求解 结果 ， 如 图 4-14 所 示 。 


es, yl jl om 
生 8 -100 -150 

200 

和 人 0 0 0 500 xl 100 

2 3 生 0 0 0 300.x2 0 

1 3 0 0 0 100 x3 0 

| 5 了 0 0 0 700:y1 1 

1 0 0 -200 0 0 0 再 0 

0 0 0 -150 0 Qiy3 0 
0 0 1 0 0 -300 0 


约束 ? 约束 3 ,约束 4# 。 约束 5 约束 6 ”约束 ? 
200 200 100 300 -100 Do 


图 4-14 


可 见 ， 求解 结果 和 “管理 运筹 学 ”2.0 的 求解 一 致 。 
注 ; Excel 求解 极 小 化 的 指派 问题 时 ， 是 把 它 看 成 所 有 产地 的 产量 和 销 地 的 销量 都 为 
1 的 运输 问题 来 求解 的 ， 在 此 不 再 熬 述 。 


4. 5.3 Lindo 软件 求解 整数 规划 问题 


Lindo 软件 求解 整数 规划 问题 时 ， 除 了 要 增加 关于 变量 取 整 数值 或 取 0-1 值 的 语句 外 ， 
其 余 所 有 的 操作 同 线性 规划 一 样 。 

【 例 19】 现 需 从 4,， B,C, D, 匹 个 人 中 挑选 4 个 人 来 完成 任务 甲 ， 乙 ， 两， 丁 。 
规定 一 人 只 能 完成 一 项 任务 ， 如 已 知 每 人 完成 各 项 任务 的 时 间 如 表 4-13 所 示 。 
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表 4-13 
Spl 1 B C D E 
任务 | 
甲 10 2 3 15 | 9 
区 5 10 15 | ;2 4 
两 15 5 14 了 15 
得 20 15 13 6 8 


由 于 某 些 原因 ， 规 定 4 必须 分 到 一 项 任务 ，D 不 能 承担 任务 十 。 问 在 满足 这 些 条 件 的 
情况 下 ， 怎 么 指派 可 使 完成 任务 的 总 时 间 最 少 ? 

解 : 由 题 设 ， 这 是 一 个 任务 数 少 于 人 数 的 指派 问题 ， 故 需 虚 拟 一 项 任务 成 ， 又 因为 4 
必须 分 到 一 项 任务 ， 所 以 虚拟 任务 不 能 由 4 来 做 ， 为 此 可 设 4 完成 任务 成 的 时 间 为 M， 其 
他 人 完成 任务 成 的 时 间 为 0。 

因为 D 不 能 承担 任务 丁 ， 因 此 可 将 D 完成 任务 丁 的 时 间 改 为 MY。 这 里 村 是 个 充分 大 
的 正 数 。 

1， 第 ;人 做 任务 
0， 第 ; 人 不 做 任务 产 
问题 的 数学 模型 为 


minZ = 10xi+2xi+3xi3 二 1Sxi4+9xi5 二 3xX2i 十 10x2 十 13x23 二 2X24 十 4xX25 二 15x3l 


Le 2， eg ds el ， 和 3 则 可 得 该 指派 


设 m=| 


+Sx3+14x33+7x34 +15x3s +20x4 +15x4 +13xs +Mxa +8xas +Mxs 
Xu tx tx tiiat+X1s = 1 
X21 十 %2z has + + los = 1 
Nal 十 %3z t+%as 十 %a4 十 %35 = 1 
Xi tray tias +Xag tias = 1 
xo +xsa +XsatXss+Xss = 1 
| 
Xi 十 X22 十 Xi 十 YX 十 YX = 1 
Xi13 十 %23 十 X3a 十 %43 tNXss = 1 
X14t%24 十 X34 十 %44 十 X54 三 ] 
NX1s 十 X25 十 Y35 十 %45 十 Y55 = 1 
xj=0 或 1,i, j=1, 2, 3, 4, 5 
下 面 用 Lindo 软件 求解 上 述 指派 问题 (也 为 0-1 规划 问题 ) 。 
第 一 步 : 打开 Lindo 软件 ， 输 入 上 述 线性 规划 模型 ， 由 于 M 是 充分 大 的 正 数 ， 观 察 
表 4-13 的 数据 ， 故 在 此 可 取 MM=1000。 输 入 模型 的 界面 如 图 4-15 所 示 。 
注 : 语句 “Int n”" 表 示 前 n 个 变量 为 0-1 变量 ,“Gin n” 表 示 前 nn 个 变量 取 整 数值 。 
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,min T0112x12* 12. 15x1N* N15+5x2 He 10x22. 15x23*2x24*Ax25 
15X31+5x32+ T1439+ TIN+ 15X35 .+20 NI: 15X42+ 13x43. O00xA4+xAS 
4 


图 4-15 


语句 “Int X" 表 示 变 量 X 为 0-1 变量 ,“Gin X" 表 示 变 量 式 取 整 数值 。 
第 二 步 : 从 “Solve”" 菜 单 选择 “Solve” 命 令 ， 或 直接 点 击 窗口 顶部 的 工具 栏 的 “Solve" 按 
钮 ， 求 解 结果 如 图 4-16 所 示 。 


受苦 芝 芝 天 基 基 其 呈 世 天 全 吕 号 驴 肥 划 及 六 好 入 和 下 二 三 


RES 


图 4-16 


最 优 解 为 x =x =x3, =xss =1。 即 4 完成 任务 乙 ，B 完成 任务 丙 ,，C 完成 任务 甲 , 已 完成 任 
务 丁 , DD 轮空 。 总 时 间 为 5+5+3+8=21。 


4. 5.4 ”Matlab 求解 整数 规划 问题 


1. 一 般 整 数 规划 问题 
Matlab 中 没有 专门 求解 整数 规划 问题 的 函数 ， 为 此 ,文献 [12] 中 提供 了 一 个 采用 分 
支 定 界 法 求解 整数 规划 问题 的 函数 一 一 IP_。 Prog( ) 函数 ， 该 函数 的 调用 形式 为 
[x, fval, exitflag| =IP_ Prog(c, A, b, Aeq, beg) 
下 面 以 例 18 中 的 整数 规划 问题 为 例 进行 介绍 。 
在 命令 窗口 中 ， 输入. 
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4.5 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


C=[348 -100 -150 -200]; 
A=|248000:; 234000; 123000;357000; … 
100-20000;0100-1500;00100 -300]; 

b=[500 300 100 7000001'; 

[x, fval, exitflag | =IP_ Prog(c, A, b, [|], [1]) 

请 读者 自行 运行 求 得 结果 。 

IP。 Prog( ) 函数 对 混合 整数 规划 问题 的 求解 也 适用 。 这 时 只 需 在 IntConX 参数 中 指名 
具有 整数 约束 的 变量 即 可 ， 例 如 IntConX= [1 3] 表 示 变 量 x ，x; 要 取 整 数 。 一 般 情 况 下 默 
认 所 有 变量 都 取 整 数 。 

2. 0-1 规划 问题 

0-1 规划 问题 实质 上 是 一 种 特殊 的 整数 规划 问题 ， 故 可 调用 IP_ Prog( ) 函数 来 求解 。 
此 外 ，Matlab 中 专门 提供 了 求解 0-1 规划 问题 的 函数 bintprog( ) ， 下 面 对 该 函数 作 个 简介 。 

bintprog( ) 函数 的 调用 形式 为 

[x, fval, exitflag, output] = bintprog (c, A, b, Aeq, beq, x0, options) 
bintprog( ) 函数 和 linprog( ) 函数 一 样 是 针对 下 述 形式 的 问题 : 
minZ =c :x 
Ax<b 
Aeq : x= Beg 
x=0, 1 
式 中 : 各 参数 的 意义 同 linprog( ) 函数 的 一 样 。 需 要 注意 的 是 ， 不 能 用 它 来 求解 混合 整数 
规划 问题 。 

【 例 20】 设 需要 指派 甲 ， 乙 ， 两 ， 丁 4 个 人 来 完成 任务 4，B，C，D， 记 。 如 已 知 每 

人 完成 各 项 任务 的 时 间 如 表 4-14 所 示 。 


S. t. 


表 4-14 
锯条 A B C D E 
人 
甲 10 2 4 15 19 
乙 25 10 1 2 18 
内 15 14 2 15 
TV 6 15 13 6 8 


由 于 任务 数 多 于 人 数 ， 因 此 规定 除 其 中 1 人 可 同时 完成 2 项 任务 外 ， 其 余 的 人 只 能 完 
成 剩 下 的 3 项 任务 之 一 。 问 在 满足 这 些 条 件 的 情况 下 ， 怎 么 指派 可 使 完成 任务 的 总 时 间 
最 少 ? 

解 : 由 于 任务 数 多 于 人 数 ， 故 需 虚拟 一 个 人 ， 记 为 上 成， 他 所 对 应 的 任务 是 甲 ， 乙 ， 
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丙 ， 


丁 4 个 人 中 某 人 完成 的 第 2 项 任务 ， 因 此 他 完成 5 项 任务 的 时 间 应 取 为 每 人 完成 相应 


任务 所 需要 的 最 少时 间 。 由 此 ， 可 得 下 列 效益 矩阵 : 


10 2 4 15 19 
25 10 5 2 18 
5 5 14 7 15 
6 15 13 6 8 
6 包 "3 这 8 
因为 指派 问题 也 为 0-1 规划 问题 ， 下 面 调 用 bintprog( ) 函数 来 求解 该 问题 。 
在 命令 窗口 中 ， 输 入 : 
C=[102415192510521815514715615136.: 
862528]; 
Aeq=[1111100000000000000000000; … 
0000011111000000000000000; … 
0000000000111110000000000; … 
0000000000000001111100000; … 
0000000000000000000011111;…: 
1000010000100001000010000; … 
0100001000010000100001000; … 
0010000100001000010000100; … 
0001000010000100001000010; … 
0000100001000010000100001]; 
beq=[1111111111]’; 
[x, fval, exitflag | =bintprog(c, [|], [|], Aeq, beq); 
为 了 使 得 指派 问题 的 解 的 输出 形式 为 矩阵 形式 ， 可 接着 添加 语句 : 
x=reshape(x, 5, 5); 
favl 
光志 站 
求 得 指派 矩阵 为 
x=00100 
00010 
01000 
10000 
00001 
即 最 优 指派 方案 为 : 甲 做 任务 C， 乙 做 任务 D， 丙 做 任务 8B， 丁 做 任务 4 和 EE。 
总 时 间 为 15+2+5+6+8=36。 
注 : 指派 问题 也 是 个 特殊 的 运输 问题 ， 因 此 可 采用 第 3 章 介 绍 的 Trans Prog( ) 函数 


Gs 


J 


来 求解 ， 在 此 不 再 著述 。 
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讨论 、 思 考题 


. 整数 规划 问题 有 什么 特点 ? 

. 在 整数 规划 建 模 中 引入 0-1 变量 有 何 作用 ? 

. 在 分 枝 定 界 法 中 ， 若 目标 函数 求 最 小 值 时 上 下 界 如 何 确定 及 修改 ? 
. 在 割 平 面 法 的 单纯 形 表 中 如 何 判 定 有 多 个 最 优 解 ? 

. 在 割 平面 法 的 单纯 形 表 中 如 同时 可 产生 多 个 割 平面 ， 怎 样 选 择 ? 
. 如 何 把 一 个 非 整数 规划 化 为 整数 规划 ? 

. 求解 0-1 规划 得 隐 枚 举 法 中 目标 函数 有 何 作用 ? 

. 各 类 非 标准 形式 的 指派 问题 如 何 求解 ? 


oo ~ 中 mmDDP 一 


本 章 小 结 


本 章 通过 整数 规划 问题 的 实例 ， 介 绍 了 整数 线性 规划 模型 及 其 几 种 常见 的 求解 方 
分 枝 定 界 法 、Gomory 出 平面 法 、 隐 枚 举 法 、 分 枝 隐 枚 举 法 及 匈牙利 法 ， 还 就 “管理 


运筹 学 "2.0、Excel、Lindo 和 Matlab 四 种 软件 求解 整数 规划 问题 的 方法 进行 了 介绍 ， 并 进 
行 了 案例 建 模 分 析 。 


本 章 学 习 要 求 如 下 : 

(1) 清 楚 整 数 线性 规划 的 分 类 ， 并 能 对 有 关 应 用 问题 建立 整数 线性 规划 模型 。 
(2) 理 解 分 枝 定 界 法 的 原理 ， 掌 握 其 求解 步 又。 

(3) 理 解 Gomory 割 平面 法 的 原理 ， 掌 握 其 求解 步骤 。 

(4) 理 解 隐 枚 举 法 的 原理 ， 掌 握 其 求解 步骤 。 

(5) 理 解 匈牙利 法 的 原理 ， 堂 握 其 求解 步骤 。 

(6) 掌 握 非 标 准 形式 的 指派 问题 的 求解 方法 。 


习 题 


1. 填空 题 
(1) 用 分 枝 定 界 法 求 极 大 化 的 整数 规划 问题 时 ， 任 何 一 个 可 行 解 的 目标 函数 值 是 该 问 


题目 标 函 数值 的 


解 ， 


该 约束 两 端 扩 大 适当 倍数 ， 将 全 部 系数 化 为 


(2) 在 分 校 定 界 法 中 ， 若 选 X =4/3 进行 分 校 ， 则 构造 的 约束 条 件 应 为 

(3) 已 知 整数 线性 规划 问题 (IP)， 其 相应 的 松弛 问题 记 为 (LP)， 若 间 题 (IP) 无 可 行 
则 问题 (IP) 

(4) 市 平面 法 和 分 核定 看 法 的 理论 基础 都 是 用 方法 求解 整数 规划 。 
(5) 用 割 平面 法 求解 整数 规划 问题 时 ， 若 某 个 约束 条 件 中 有 不 为 整数 的 系数 ， 则 需 在 


o 


(6) 求 解 0-1 整数 规划 和 指派 问题 的 专门 方法 分 别 是 
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《7) 分 梳 定 界 法 一 般 每 次 分 梳 数量 为 人 
(8) 对 于 有 项 任务 需要 有 n 个 人 去 完成 的 一 个 分 配 问题 ， 其 解 中 取 值 为 1 的 变量 个 
数 为 人 


2. 选择 题 
(1 ) 整 数 规划 问题 中 ， 变 量 的 取 值 可 能 是 (。 ) 。 
A. 大 于 零 的 非 整数 B.0 或 1 C. 整数 We 


(2) 在 下 列 整数 规划 问题 中 ， 分 梳 定 界 法 和 制 平 面 法 都 可 以 采用 的 是 ( )。 
A. 线性 规划 B. 混合 整数 规划 

C.0-1 规划 D. 纯 整 数 规划 

(3) 在 求解 整数 规划 问题 时 ， 可 能 出 现 的 是 ( )。 

A. 唯一 最 优 解 B. 无 可 行 解 C. 无 界 解 
(4) 下 列 说 明 不 正确 的 是 (” )。 


D. 无 穷 多 个 最 优 解 


A. 求解 整数 规划 可 以 采用 求解 其 相应 的 松弛 问题 ， 然 后 对 其 非 整 数值 的 解 四 舍 五 入 
的 方法 得 到 整数 解 。 

B. 用 割 平 面 法 求解 整数 规划 问题 时 ， 必 须 首先 将 原 问题 的 非 整 数 的 约束 系数 及 右 端 
常数 化 为 整数 。 

C. 用 制 平面 法 求解 整数 规划 时 ， 构造 的 割 平面 可 能 割 去 一 些 不 属于 最 优 解 的 整数 
解 。 


D. 用 分 枝 定 界 法 求解 一 个 极 大 化 的 整数 规划 问题 ， 当 得 到 多 于 一 个 可 行 解 时 ， 通 常 
任 取 其 中 一 个 作为 下 界 。 

下 列 方法 中 用 于 求解 分 配 问题 的 是 (。” )。 

A. 分 枝 定 界 法 B. 单纯 形 表 

(5) 关 于 分 配 问题 的 下 列 说 法 正确 的 是 ( ) 。 

A. 分 配 问题 是 一 个 高 度 退 化 的 运输 问题 

B. 可 以 用 表 上 作业 法 求解 分 配 问题 

C. 从 分 配 问 题 的 效益 矩阵 中 逐 行 取 其 最 小 元 素 ， 可 得 到 最 优 分 配方 案 

D. 匈牙利 法 所 能 求解 的 分 配 问题 ， 要 求 规定 一 个 人 只 能 完成 一 件 工作 ， 同 时 一 件 工 
作 也 只 给 一 个 人 做 。 

3. 某 种 产品 现 需 2000 件 ， 该 产品 可 利用 4，B8，C 设备 中 的 任意 一 种 来 加 工 。 有 关 数 

据 如 表 4-15 所 示 。 试 对 此 问题 建立 整数 规划 模型 并 求解 。 


C. 匈牙利 法 ”D. 表 上 作业 法 


表 4-15 


最 大 加 工 数 ( 件 ) 
4 100 10 600 
B 300 | 2 800 
C 200 5 1200 
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习题 


4. 某 厂 要 制定 一 个 产品 宣传 计划 ， 可 利用 的 广告 渠道 有 三 种 : 广播 、 电 视 、 报 纸 。 
市 场 调研 的 结果 如 表 4-16 所 示 。 该 厂 计 划 广 告 费 用 不 超过 16 万 元 。 此 外 还 要 求 : (1) 受 
到 广告 影响 的 妇女 至 少 要 有 2 万 人 ; (2) 电 视 广告 费用 不 超过 10 万 元 ; (3 ) 白昼 电视 至 少 
要 订 3 个 广告 ， 热 门 时 间 至 少 2 个 广告 ; (4) 广 播 和 报纸 上 的 广告 数 都 须 控 制 在 5 到 10 之 
间 。 问 该 厂 如 何 制订 广告 计划 ， 可 使 受到 影响 的 总 人 数 最 多 ? 


表 4-16 
电 视 
广播 报纸 
白昼 时 间 热门 时 间 
每 个 广告 的 费用 ( 千 元 ) 8 15 6 
每 个 广告 影响 总 人 数 ( 万 人 ) 40 90 50 
每 个 广告 影响 妇女 数 (万 人 ) 30 40 20 


5. 某 公 司 准备 投资 B 万 元 建 民 用 住宅 。 可 建 地 点 有 7 处 : 4,，4,， 


…， 44， 已 知 4， 


处 每 幢 住 宅 的 造价 为 c, 万 元 ， 最 多 可 建 a, 贱 。 此 外 ， 由 于 各 种 原因 ， 决 策 时 需 考 虑 如 下 
三 个 附加 条 件 : 

(1) 在 4,，4,，4, 处 最 多 只 能 选择 2 处 建 宅 。 

(2) 在 4, 处 建 宅 就 必须 同时 在 4; 处 建 宅 ; 反之 ,在 4; 处 建 宅 ， 在 4 处 不 一 定 同 时 

(3) 在 4.，4, 中 至 少 要 选择 1 处 建 宅 。 

间 应 当 在 哪 几 个 地 点 建 宅 ， 各 建 多 少 恒 ， 才 能 使 建造 的 住宅 蛋 数 最 多 ? 试 建立 该 问题 
的 数学 模型 。 

6. 用 分 支 定 界 法 解 下 列 整数 规划 。 


(1)maxZ =xi+2x， (2)min 2Z=5x, —2x, 


%1+%2 SS 3x1+10x, 50 

一 %1 十 %2 <0 7%, —2x, <28 
s.t. s.t 

6x1+2x, <21 Xi WY >0 

x1，%; 宇 0， 且 为 整数 x 为 整数 


7. 用 割 平 面 法 解 下 列 整数 规划 。 


(2)min Z=5x,—x 
(1 ) maxZ =xi+x> So 


3x1+%, >9 
2x1+x, 6 
Xi To 
s. t. 44%1+5%, 20 Si 
Xi1+8x, 二 8 


xj ， 三 0， 且 为 整数 x ， 刀 三 0， 且 为 整数 
8. 求解 下 列 0-1 规划 问题 。 
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(1)maxZ =2xi 一 wo 十 Sx3 一 3x4 十 4X5 (2)maxZ =5x,+3x,+2x3+4x, 


3X 一 也 x 反 
3x1—2x,+7x3—5x4+4x; <6 4x, +x, HH =0 


BS. 七 Xi 一 2 二 283 一 4X4+255 SO 


w=0 或 1(i=1, 2, 3, 4, 3) s. t. 


—2x,+4x,+2x3+4x, 宇 4 
Wi to wt%y 1 


z=0 或 1(i=1, 2; 3, 4) 


9. 运用 0-1 变量 将 下 列 逻 辑 关 系 表示 成 一 般 的 约束 。 

(1)x, +xz 二 5 或 x+2x 三 7; (2) 变量 x 只 能 取 0、3 、7 中 的 一 个 ; 

(3) 变 量 x 或 等 于 0， 或 大 于 30; (4) 若 x*i 二 2， 则 x, 宇 1， 否则 x, <4; 

(5) 四 个 约束 条 件 至 少 满足 其 中 2 个 ，x + 生 5， 和 过 2 ,2 三 2 x3+xy 宇 6。 

10. 某 学校 要 聘请 5 名 英语 教师 给 5 个 具有 不 同 英语 基础 水 平 的 班级 上 辅导 课 ， 劳 动 
报酬 为 每 小 时 80 元 ， 各 教师 辅导 各 班级 所 需 小 时 的 估计 值 见 表 4-17。 问 : 怎样 安排 教师 
上 课 ， 可 使 总 费用 最 少 ? 


表 4-17 
-a A B 好 D E 
教师 
甲 4 8 7 12 9 
pa 9 地 9 7 11 
两 10 6 8 10 7 
丁 6 7 14 5 了 
成 9 12 8 6 8 


11. 背包 问题 ( Knapsack ”Problem ) : 一 个 旅行 者 ， 为 了 准备 旅行 的 必需 品 ， 要 在 内 
装 一 些 最 有 用 的 东西 ， 但 背包 有 容量 限制 ， 最 多 只 能 装 公斤 的 物品 ， 而 每 件 物品 只 能 整 
个 携带 ， 为 此 旅行 者 给 每 件 物品 规定 了 一 个 “价值 " 以 表示 其 有 用 的 程度 ， 如 果 共 有 了 件 
物品 ， 第 7 件 物品 w 公斤 ， 其 价值 为 cc。 问 : 携带 哪些 物品 ， 既 可 使 携带 的 物品 总 重量 不 
超过 b 公斤， 又 可 使 总 价值 最 大 ? 

12. 某 公 司 要 制造 小 、 中 、 大 三 种 尺寸 的 金属 容器 ， 制 造 不 同 尺 寸 的 单个 容器 所 需 
的 金属 板 、 劳 动力 和 机 器 设备 的 数量 如 表 4-18 所 示 。 不 考虑 固定 费用 ， 每 种 容器 售 出 
一 只 所 得 的 利润 分 别 为 4，5 ,6 万 元 。 设 可 使 用 的 金属 板 有 500 吨 ， 劳 动力 有 300 人 ， 
机 器 有 100 台 ， 此 外 不 管 每 种 容器 制造 的 数量 是 多 少 ， 都 要 支付 一 笔 园 定 的 费用 : 小 号 
是 100 万 元 ， 中 号 为 150 万 元 ， 大 号 为 200 万 元 。 现 在 要 制定 一 个 生产 计划 ， 使 获得 的 
利润 最 大 。 
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表 4-18 
资源 小 号 容器 中 号 容器 大 号 容器 
金属 板 ( 吨 ) 2 4 8 
劳动 力 ( 人) 2 | 3 4 
机 器 设备 ( 台 ) 二 2 3 
案 例 


案例 8 ”采矿 计划 问题 


革 采 矿 公 司 计 划 在 某 产 矿 地 连续 进行 5 年 开采 。 已 知 该 产 矿 地 4 个 矿区 中 每 年 允许 
开采 的 矿区 数 最 多 为 3 个 。 若 某 矿 在 其 中 一 年 不 开采 ， 但 今后 仍 计 划 开 采 ， 该 年 需要 支 
付 一 定 的 维护 费 ， 否 则 就 不 准 再 开采 ， 只 能 永远 关闭 。 因 为 各 矿区 的 矿石 质量 不 一 致 ， 
故 需 用 某 种 标 度 衡量 ,各 矿区 的 矿石 标 度 、 不 开采 维护 费 及 最 大 允许 开采 量 如 表 4-19 
所 示 : 


表 4-19 
人 矿区] 矿区 2 矿区 3 矿区 4 
Se 60 40 40 60 
最 大 允许 开采 量 3 1 5 3 
( 百 万 吨 / 年 ) 
标 度 2 0.8 0.7 1.5 


每 年 开采 出 来 的 矿石 混在 一 起 对 外 销售 ， 混 合 后 矿石 的 标 度 按 不 同 矿 石 所 示 标 度 的 比 
例 线性 加 权 计 算 。 如 今后 5 年 外 销 的 矿石 需 达 到 以 下 标 度 要 求 : 第 1 年 0.9, 第 2 年 0.8， 
第 3 年 1.2, 第 4 年 0.6, 第 5 年 1.0。 又 若 混 合 后 矿石 每 年 售 价 均 为 100 元 / 吨 ， 与 混合 
后 矿石 的 标 度 无 关 。 每 年 该 公司 均 应 支付 总 收入 的 10% 的 其 他 杂费 。 问 : 怎样 确定 该 公 
司 今后 5 年 的 开采 计划 ， 可 使 总 利润 最 大 。 


案例 9 项 目 投 资 问 题 
某 地 产 公司 对 其 今后 三 年 可 能 投资 的 项 目 进 行 了 一 次 优选 ， 资 料 如 表 4-20 和 表 4-21 
所 示 。 
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表 4-20 万 元 
建筑 面积 
项 目 名 称 (万 平方 米 ) 2014 年 初 投资 | 2015 年 初 投 资 2016 年 初 投资 
了 
A 30 126250 37500 43750 
B 20 100000 15000 30000 
C 40 64000 24000 12000 
D 60 50000 25000 35000 
E 75 56000 42000 32000 
合计 396250 143500 152750 
表 4-21 万 元 
建筑 面积 
项 目 名 称 (万 平方 米 ) 2014 年 末 产 出 | 2015 年 末 产 出 2016 年 末 产 出 
A 30 65000 75000 105000 
T 
B 20 30000 100000 73000 
C 40 10000 120000 40000 
D 60 70000 10000 84000 
E 75 32500 67000 50000 
合计 207500 372000 352000 


该 公司 在 2013 年 末 有 资本 300000 万 元 ， 并 要 求 ; 


(1) 投资 项 目的 总 面积 不 得 低 


竣工 验收 。 
(2) 项 目 刀 必须 投 


(3) 每 年 年 末 所 有 项 目的 总 产 出 可 以 用 于 下 一 年 年 初 的 投资 。 


资 
© 


F 150 万 平方 米 ， 并 且 要 求全 部 项 目 都 要 在 2016 年 末 


另外 ， 如 果 公 司 有 剩余 的 资金 可 投资 到 一 个 每 年 能 回收 资金 本 利 110 的 项 目 。 如 果 
公司 资金 欠缺 ， 可 贷款 补足 ， 
使 2016 年 年 末 时 的 总 产 出 达到 最 大 ? 


案例 10 


人 力 资源 计划 问题 


席 款 的 年 利息 为 12% ， 问 公司 应 怎样 安排 项 目的 投资 ， 可 


某 公 司 当前 有 三 类 工人 ， 估 计 以 后 三 年 需要 这 三 类 工人 的 人 数 如 表 4-22 所 示 。 
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表 4-22 三 类 工人 的 需求 人 


当前 拥有 


不 熟练 1500 | 1000 500 | 0 


为 此 该 公司 考虑 通过 下 列 四 种 途径 来 满足 以 上 人 力 需 要 ; 

(1) 招 工 : 每 年 招收 不 熟练 、 半 熟练 及 熟练 工人 的 人 数 分 别 限制 为 500，800，500 
人 。 

(2) 培 训 : 每 年 将 一 个 不 熟练 工 培训 成 半熟 练 工 培训 费 是 400 元 ， 将 一 个 半熟 练 工 培 
训 成 熟练 工 的 费用 是 500 元 。 且 每 年 最 多 可 以 培训 200 个 不 熟练 工 ， 培 训 不 超过 该 年 初 熟 
练 工 四 分 之 一 的 半熟 练 工 。 

(3) 辞 退 多 余人 员 ， 辞退 一 个 不 熟练 工人 要 付 200 元 ， 而 辞退 一 个 半熟 练 工 或 熟练 工 
要 付 500 元 。 

(4) 额外 招工 :对 于 每 个 额外 招聘 的 不 熟练 工 、 半 熟练 工 及 熟练 工 ， 公 司 要 付 的 额外 
费用 分 别 为 1000，2000 ，3000 元 /人 年 。 该 公司 总 共 可 额外 招聘 60 人 。 

(5) 用 短工 。 三 类 人 员 ， 最 多 可 招收 20 名 短工 。 每 个 不 熟练 工 、 半熟 练 工 与 熟练 工 
的 费用 分 别 为 S00，400 ，400 元 /人 年 。 

当前 没有 招工 ， 现 有 的 工人 都 已 工作 一 年 以 上 。 

由 于 每 年 都 有 自然 离职 的 人 人员， 离职 人 数 比 例如 表 4-23 所 示 。 


表 4-23 离职 人 数 比 例 


工作 不 到 一 年 
工作 一 年 以 上 


问 : 


(1) 若 该 公司 的 目标 是 在 满足 需要 的 前 提 下 尽 可 能 减少 辞退 人 员 ， 试 给 出 招工 和 培训 
计划 。 

(2) 若 该 公司 的 政策 是 在 满足 需要 的 前 提 下 尽 可 能 减少 费用 ， 招 工 和 培训 计划 又 如 何 
安排 ? 且 此 时 需要 付 的 额外 费用 与 方案 (1) 相 比 ， 可 以 减少 多 少 ? 同时 被 辞退 的 人 员 又 将 
会 增加 多 少 ? 
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前 面 几 音 中 讨论 的 模型 都 只 涉及 一 个 目标 ,但 实际 问题 一 般 都 很 复杂 ， 仅仅 只 考虑 
一 个 目标 的 优化 是 行 不 通 的 ， 这 时 需要 同时 考虑 多 个 目标 的 优化 ， 由 此 ， 产生 了 新 的 
研究 领域 一 一 多 目标 决策 。 又 因为 有 时 多 个 目标 之 间 的 重要 性 也 各 不 相同 ， 有 轻重 、 优 
先 之 分 ， 其 至 有 时 是 相互 矛盾 的 ， 这 些 问题 都 超出 前 面 几 章 所 能 解决 的 范围 。 为 了 解 
决 这 些 问 题 ，1961 年 美国 运筹 学 家 A. Charnes 和 W. W. Cooper 提出 了 目标 规划 。 与 传 
统 方法 不 同 ， 目 标 规划 是 通过 引入 偏差 变量 ,构造 达成 函数 ,求解 以 达成 函数 为 单 目 
标的 极 小 化 问题 。 

目标 规划 也 分 为 线性 目标 规划 、 线 性 整数 目标 规划 、0-1 目标 规划 和 非 线性 目标 规划 
等 。 本 章 只 讨论 线性 目标 规划 ， 简 记 为 目标 规划 。 


【关键 词汇 】 

多 目标 决策 (Multiple Objective Decision ) 偏差 变量 ( Deviational Variables ) 
达成 函数 ( Achievement Function ) 目标 规划 ( Goal Programming ) 
目标 约束 ( Coal Constraints) 绝对 约束 ( Absolute Constraints) 
优先 因子 (Priority Symbol ) 权 系 数 ( Weight Number) 


5.1 目标 规划 概述 


目标 规划 ( Goal Programming，GP) 是 在 线性 规划 基础 上 发 展 起 来 的 一 个 运筹 学 分 支 ， 
是 对 线性 规划 的 有 益 补充 。1961 年 ，A. Charnes 和 W. W. Cooper 提出 了 目标 规划 的 概念 ， 
1965 年 Y. Djiri 提出 目标 优先 级 的 概念 和 目标 规划 的 单纯 形 法 ，1976 年 J.P. Ignizio 出 版 了 
《目标 规划 及 其 发 展 》 一 书 ， 系 统 的 归纳 和 总 结 了 目标 规划 的 理论 与 方法 。 此 后 ， 运 筹 学 
学 者 们 在 关于 目标 规划 的 基本 概念 、 数 学 模型 和 计算 方法 等 方面 做 了 大 量 工 作 ， 使 其 得 到 
不 断 地 完善 和 改进 ， 取 得 了 许多 应 用 成 果 。 


5.1.1 目标 规划 的 提出 


【 例 1】 某 企 业 计划 在 生产 周期 内 生产 4、B 两 种 新 产品 。 已 知 单位 产品 所 需 资源 
数 、 现 有 资源 可 用 量 及 每 件 产 品 可 获得 的 收益 如 表 5-1 所 示 ， 如 何 安排 生产 计划 可 使 利润 
最 大 化 。 
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单位 产品 所 需 资源 数量 4 8 误 汪 可 用 采 
资源 
原料 忆 2 3 人 
设备 台 时 户 3 
单位 产品 的 收益 4 3 


解 : 这 就 是 线性 规划 中 讨论 过 的 问题 ， 设 x, ，x, 分 别 表示 产品 4、B 的 生产 数量 ， 则 
可 建立 如 下 的 数学 模型 : 
maxZ =4xi+3x， 
2x1+3x, 24 
st 143%+2%, S26 
0 
现实 中 ,决策 者 根据 市 场 等 一 系列 因素 认为 : 
(1) 根据 市 场 预测 ， 产 品 4 的 销量 不 是 太 好 ， 应 减少 生产 。 
(2) 产品 B 的 销路 较 好 ， 应 增 大 生产 。 
这 样 建 立 的 数学 模型 即 为 
maxZ| =4x) +3x, 
min Z, 三 2 
max Z3 =x%2 
2x1+3x, 24 
s. t. 43x+2%; 26 
%i, iO 
这 就 是 一 个 多 目标 规划 问题 ， 用 线性 规划 方法 很 难 找到 最 优 解 。 决 策 者 可 能 还 需要 考 
虑 : 
(3) 充分 利用 设备 台 时 ， 但 不 希望 加 班 。 
(4) 应 尽 可 能 达到 并 超过 计划 利润 30。 
这 些 因素 怎么 转变 成 数学 模型 呢 ? 这 当然 是 线性 规划 无 法 解决 的 。 
【 例 2】 某 厂 准备 生产 甲 、 乙 两 种 产品 ， 已 知 每 件 产品 消耗 的 资源 数 、 资 源 限 制 及 
每 件 产品 的 收益 如 表 5-2 所 示 。 试 安排 生产 计划 ， 使 总 收益 最 大 ? 
解 : 分 析 : 如 设 x,、x, 表示 4、B 两 种 产品 的 产量 ， 则 可 建立 如 下 的 线性 规划 模型 . 
maxZ =X| +X, 
10x, +15x, <40 
s.L. x 疡 7 


xi， 过 0 
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表 5-22 


日 量 


单位 消耗 资源 可 月 


设备 时 间 10 15 40( 不 超过 ) 
某 配件 0 1 7( 必须 超 过 ) 
每 件 产 品 的 收益 1 1 


容易 看 出 ， 约 柬 条 件 1，2 是 相互 矛盾 的 ， 所 以 该 线性 规划 问题 根本 没有 可 行 解 ， 就 
更 没有 最 优 解 。 

在 线性 规划 中 ， 以 上 两 类 问题 都 无 法 解决 。 于 是 就 需要 一 种 新 方法 来 解决 ， 这 种 新 方 
法 就 是 目标 规划 。 


5.1.2 线性 规划 的 不 足 


从 例 1 和 例 2 可 以 看 出 ， 线 性 规划 主要 有 以 下 几 方 面 的 不 足 之 处 : 

(1) 线 性 规划 解决 的 是 仅 有 一 个 目标 的 最 优化 问题 。 但 是 ， 一 般 的 现实 问题 需要 满足 
多 方面 的 要 求 ， 就 要 建立 多 个 目标 (如 例 1) 。 

(2) 线 性 规划 可 行 的 前 提 是 各 约束 条 件 相互 兼容 。 但 是 ， 在 实际 问题 中 各 个 约束 条 件 
有 时 可 能 会 互相 矛盾 (如 例 2) 。 

(3) 线 性 规划 的 所 有 约束 条 件 没 有 优先 、 轻 重 之 分 ， 都 处 于 同等 重要 的 地 位 。 但 是 ， 
在 现实 问题 中 目标 或 约束 有 主 次 之 分 和 层次 之 分 ， 且 在 同一 层次 的 又 可 以 有 权重 之 分 。 

(4) 线 性 规划 解 的 可 行 性 和 最 优 性 都 是 针对 于 特定 的 数学 模型 而 言 。 但 是 ， 在 现实 中 
决策 者 要 的 不 是 严格 数学 意义 上 的 最 优 解 ， 而 是 可 供 决 策 的 多 种 方案 ， 即 满意 解 就 可 以 。 


5.1.3 目标 规划 的 基本 概念 


1. 目标 值 和 偏差 变量 

目标 规划 通过 引入 目标 值 和 偏差 变量 ， 可 以 将 目标 函数 转化 为 目标 约束 。 

目标 值 : 是 指 预先 给 定 的 某 个 目标 的 一 个 期 望 值 (或 理想 值 ) 。 

实现 值 或 决策 值 : 是 指 当 决策 变量 选 定 以 后 ， 目 标 函 数 的 对 应 值 。 

偏差 变量 (事先 无 法 确定 的 未 知 数 ): 是 指 实 现 值 和 目标 值 之 间 的 差异 ， 记 为 d。 

正 偏差 变量 : 表示 实现 值 超 过 目标 值 的 部 分 ， 记 为 d'。 

负 偏 差 变量 : 表示 实现 值 未 达到 目标 值 的 部 分 ， 记 为 d7。 

在 一 次 决策 中 ， 实 现 值 不 可 能 既 超 过 目标 值 又 未 达到 目标 值 ， 故 有 d’ xd =0， 并 规 
定 必 =0，d 三 0。 事 实 上 : 

当 完 成 或 超额 完成 规定 的 指标 ， 则 表示 : 心 =0，d =0。 

当 未 完成 规定 的 指标 ， 则 表示 : d*=0,d =0。 

当 恰 好 完成 指标 时 ， 则 表示 : d* =d =0。 
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所 以 必 xd-=0 成 立 。 

2. 绝对 约束 和 目标 约束 

绝对 约束 (系统 约束 ) : 是 指 必须 严格 满足 的 等 式 或 不 等 式 约 束 。 如 线性 规划 中 的 所 
有 约束 条 件 都 是 绝对 约束 ， 和 否则 无 可 行 解 。 所 以 ， 绝 对 约束 也 称 为 硬 约 束 。 

目标 约束 : 是 目标 规划 中 特有 的 ， 式 中 有 正 负 偏差 变量 ， 没 有 严格 的 约束 ， 故 也 称 为 
是 软 约 束 。 它 是 由 各 个 目标 转化 而 来 的 ， 反 映 决 策 者 对 达到 目标 值 的 期 望 。 

目标 约束 既 可 对 原 目标 函数 起 作用 ， 也 可 对 原 约束 起 作用 。 

对 于 绝对 约束 ， 把 约束 左 端 表 达 式 看 作 一 个 目标 函数 ， 把 约束 右 端 项 看 做 要 求 的 目标 
值 。 在 引入 正 、 负 偏差 变量 后 ， 可 以 将 目标 函数 加 上 负 偏 差 变 量 d- ， 减 去 正 偏 差 变量 d ， 
使 其 等 于 目标 值 ， 这 样 形成 的 新 约束 条 件 ， 称 为 目标 约束 。 

比如 例 1 中 ， 绝 对 约束 2x*,+3z 和 24， 引 入 偏差 变量 di 和 di， 可 转换 为 目标 约束 2x， 
+3x,+di—d! =24。 

对 于 原 目 标 函 数 ， 在 给 定 目 标 值 后 ,将 目标 函数 加 上 负 偏 差 变 量 4d， 减 去 正 偏 差 变 
量 d* ,使 其 等 于 目标 值 ， 也 可 以 得 到 目标 约束 。 

比如 例 1 中， 目标 函数 Z, =4x,+3x,， 如 果 计 划 实 现 的 收益 理想 值 是 30， 引 入 偏差 变 
量 d* 和 4d ， 可 转换 为 目标 约束 4xi+3x,+d -dd* =30。 

注 : 为 什么 每 个 目标 约束 都 是 通过 加 上 负 偏 差 变量 , 减 去 正 偏差 变量 而 得 呢 ? 

事实 上 : (就 以 目标 函数 为 例 加 以 说 明 ， 绝 对 约束 同 理 ) 

(1) 当 收益 小 于 30 时 , 即 d*=0, d >0， 有 4xi+3x,+d =30; 

(2) 当 收益 大 于 30 时 , d*>0, d =0， 有 4xi+3x, -dr =30; 

(3) 当 收益 恰好 等 于 30 时 ,di =0,d =0， 有 4x1+3x,=30， 

实际 收益 只 有 上 述 三 种 情形 之 一 ， 故 写成 一 个 等 式 4xi+3x,+d--d*=30。 

3. 达成 函数 ( 即 目 标 规划 中 的 目标 函数 ) 

达成 函数 : 是 一 个 使 总 偏差 量 为 最 小 的 目标 函数 ， 记 为 minZ= 几 dd，d ) 。 

一 般 说 来 ， 有 以 下 三 种 情况 ,但 只 能 出 现 其 中 之 一 : 

(1) 要 求 恰好 达到 规定 的 目标 值 ， 即 正 、 负 偏差 变量 要 尽 可 能 小 ， 则 minZ =f(d*+ 
d )。 

(2 ) 要 求 不 超过 目标 值 ， 即 允许 达 不 到 目标 值 ， 也 就 是 正 偏差 变量 尽 可 能 小 ， 则 minZ 
=f(d’ )。 

(3) 要 求 超过 目标 值 ， 即 超过 量 不 限 ， 但 不 低 于 目标 值 ， 也 就 是 负 偏 差 变量 尽 可 能 
小 ， 则 minZ=Acd )。 

对 于 由 绝对 约束 转化 而 来 的 目标 函数 ， 也 照 上 述 方法 处 理 即 可 。 

4. 优先 因子 (优先 等 级 ) 与 优先 权 系 数 

在 一 个 目标 规划 的 模型 中 ， 为 达到 某 一 目标 而 牺牲 其 他 一 些 目标 ， 称 这 些 目标 是 属于 
不 同 层次 的 优先 级 。 优 先 级 层次 的 高 低 可 通过 优先 因子 已 将 决策 目标 按 其 重要 程度 排序 
并 表示 出 来 ， 且 P, 汪 P, 庆 … 全 P,。 符 号 *>>" 表 示 “ 远 大 于 ”; 已 >>P, ,表示 已 与 P, ,不 是 
同一 级 别 的 量 ， 即 P, 比 P;,, 有 更 大 的 优先 权 。 这 些 目 标 优先 等 级 可 以 理解 为 一 种 特殊 的 
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系数 ， 可 以 量化 ， 但 必须 满足 : 
已 >MP (Ci=1，2，…，A-1) 
式 中 : M>0 是 一 个 充分 大 的 数 。 
对 于 同一 层次 优先 级 的 不 同 目标 ， 按 甚 重要 程度 可 分 别 乘 上 不 同 的 权 系 数 w。 权 系 
数 是 一 个 个 具体 数字 ， 乘 上 的 权 系数 越 大 ， 表 明 该 日 标 越 重要 ， 决策 者 可 视 具体 情况 而 
定 。 
5. 满意 解 ( 具 有 层次 意义 的 解 ) 
在 决策 时 ， 首先 要 保证 P 级 目标 的 实现 ， 这 时 可 以 不 考虑 P, 级 目标 ; 而 P, 级 目标 
是 在 实现 已 级 目标 的 基础 上 考虑 的 ， 或 者 说 是 在 不 破坏 P 级 目标 的 基础 上 再 考虑 已 级 
目标 ; …; 依次 类 推 。 总 之 是 在 不 破坏 上 一 级 目标 的 前 提 下 ， 再 考虑 下 一 级 目标 的 实现 。 
因此 ， 目 标 规划 问题 的 求解 是 分 级 进行 的 ， 首 先 要 求 满足 P 级 目标 的 解 ; 然后 在 保 
证 P 级 目标 不 被 破坏 的 前 提 下 ， 再 要 求 满足 P, 级 目标 的 解 ; …; 依次 类 推 。 总之， 是 在 
不 破坏 上 一 级 目标 的 前 提 下 ， 实 现下 一 级 目标 的 最 优 。 因 此 ， 这 样 最 后 求 出 的 解 就 不 是 通 
常 意义 下 的 最 优 解 ， 我 们 称 之 为 "满意 解 ”。 
对 于 这 种 解 来 说 ， 前 面 的 目标 可 以 保证 实现 或 部 分 实现 ， 而 后 面 的 目标 就 不 一 定 能 保 
证 实现 或 部 分 实现 ， 有 些 可 能 就 不 能 实现 。 
以 上 介绍 的 几 个 基本 概念 ， 实 际 上 就 是 建立 目标 规划 模型 时 必须 分 析 的 几 个 要 素 , 把 
这 些 要 素 分 析 清 楚 了 ， 目 标 规划 的 模型 也 就 建立 起 来 了 。 
【 例 3】 以 例 1 为 例 ， 把 提出 的 要 求 总 结 分 成 以 下 优先 级 。 
(1) 第 1 级 目标 : 产品 B 产量 不 低 于 产品 4 的 产量 ; 
(2) 第 2 级 目标 : 充分 利用 设备 台 时 ， 但 不 加 班 ; 
(3) 第 3 级 目标 : 利润 不 小 于 30。 
试 建立 目标 规划 模型 。 
解 用 正 偏差 变量 di 表示 产品 4 的 产量 x, 超过 产品 B 的 产量 x, 时 的 超过 部 分 ， 负 
偏差 量 di 表示 x 低 于 x, 时 的 不 足 部 分 ， 因 此 第 1 级 目标 函数 为 minZ=di。 
正 偏差 变量 d; 表示 设备 台 时 实际 使 用 量 3x, +2x, 超过 26 时 的 超过 部 分 ， 负 偏差 量 心 
表示 实际 使 用 量 低 于 26 时 的 不 足 部 分 ， 因 此 第 2 级 目标 函数 为 minZ =di+d3。 
正 偏差 变量 dt 表示 收益 实现 值 4x,+3x, 超过 30 时 的 超过 部 分 ， 负 偏差 量 d; 表示 收益 
实现 值 低 于 30 时 的 不 足 部 分 ， 因 此 第 3 级 目标 函数 为 minZ=d3。 
分 别 赋予 三 个 目标 优先 因子 P, ，P,，P;， 则 该 问题 的 数学 模型 为 
minZ=Pdi+P,( dy;+d; ) +Psd;s 
2x1+3x, 24 
xi-x,+di-dt=0 
-本 3x1+2x,+d;—d; =26 
4x1+3x,+d;—d; =30 


Wi Ws 0 i=1, 2 3 
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此 模型 的 约束 条 件 中 ， 第 一 个 约束 没有 偏差 变量 ， 为 绝对 约束 ， 后 面 三 个 约束 条 件 均 
含有 偏差 变量 ， 为 目标 约束 。 达 成 函数 中 各 级 目标 之 间 均 用 加 号 连接 。 


5.1.4 目标 规划 与 线性 规划 的 比较 


(1) 线 性 规划 只 讨论 一 个 线性 目标 函数 在 一 组 线性 约束 条 件 下 的 极 值 问 题 ， 而 目标 规 
划 是 多 个 目标 决策 ， 可 求 得 更 切合 实际 的 解 。 

(2) 线 性 规划 求 最 优 解 ， 目标 规划 是 找 一 个 满意 解 。 

(3) 线性 规划 中 的 约束 条 件 是 同等 重要 的 ， 是 硬 约束 ; 而 目标 规划 中 有 轻重 缓急 和 主 
次 之 分 ， 即 有 优先 权 

(4) 线 性 规划 的 最 优 解 是 绝对 意义 下 的 最 优 ， 但 需 花 大 量 的 人 力 、 物 力 、 财 力 才能 得 
到 ， 而 实际 过 程 中 ， 只 要 求 得 满意 解 ， 就 能 满足 需要 (或 更 能 满足 需要 )。 

5.2 目标 规划 的 数学 模型 


5.2.1 目标 规划 的 一 般 模型 
根据 上 述 分 析 ， 目 标 规 划 问 题 的 一 般 数学 模型 可 表述 如 下 : 
K L 
minZ = DP > wndr + widi ) 
i 1=1 
a Fd =dr =a(l=1, 2 0) 
j= 


st 1 a (=, 2b(i=1, 2,:, m) 
j= 
x; 宇 0 (j=1, 2 ， n) 
dt, a SO = ,2, = L) 


对 照 线性 规划 模型 与 目标 规划 模型 ， 可 得 表 5-3。 
表 5-3 
目标 规划 线性 规划 

变量 决策 变量 、 松 弛 变量 、 偏 差 变 量 决策 变量 、 松 弛 变量 
约束 条 件 目标 约束 、 系 统 约束 (绝对 约束 ) 系统 约束 (绝对 约束 ) 
目标 苑 数 只 求 最 小 化 ; 求 最 小 化 、 最 大 化 均 可 ; 

偏差 变量 系数 非 负 系数 正 负 也 均 可 
解 满意 解 若 有 一 定 是 最 优 解 
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5.2.2 目标 规划 建 模 的 步骤 


第 一 步 : 根据 要 研究 的 问题 所 提出 的 各 目标 与 条 件 ， 确 定 目标 值 ， 列 出 目标 约束 与 绝 
对 约束 。 

第 二 步 : 可 根据 决策 者 的 需要 ， 将 某 些 或 全 部 绝对 约束 转化 为 目标 约束 。 这 时 只 需要 
给 绝对 约束 加 上 负 偏 差 变量 和 减 去 正 偏差 变量 即 可 。 

第 三 步 : 给 各 目标 赋予 相应 的 优先 因子 Pi(k=1, 2,…,K)。 

第 四 步 : 对 同一 优先 等 级 中 的 各 偏差 变量 ， 若 需要 可 按 其 重要 程度 的 不 同 ， 赋 予 相应 
的 权 系数 和 wi(1=1,，2,，…L)。 

第 五 步 : 根据 决策 者 的 要 求 ， 按 下 列 情况 之 一 构造 一 个 由 优先 因子 和 权 系 数 相 对 应 的 
偏差 变量 组 成 的 、 要 求实 现 最 小 化 的 目标 函数 ， 即 达成 函数 。 

(1) 恰 好 达到 目标 值 。 取 dr+di ; 

(2) 允许 超过 目标 值 。 取 d,; 

(3 ) 不 允许 超过 目标 值 。 取 d,*。 

注 : 在 建立 目标 规划 模型 时 ， 需 要 确定 目标 值 、 优 先 等 级 及 权 系 数 等 一 些 因素 ， 它 们 
都 具有 一 定 的 主观 性 ， 因 此 可 以 用 专家 评定 法 给 以 量化 。 


5.3 目标 规划 的 解法 


目标 规划 的 模型 与 线性 规划 模型 很 类 似 ， 因 此 可 用 线性 规划 的 求解 方法 计算 目标 规划 
的 解 。 


5.3.1 图 解法 


图 解法 同样 只 适用 于 两 个 变量 的 目标 规划 问题 ， 其 操作 简单 ， 原 理 一 目 了 然 。 同 时 ， 
也 有 助 于 理解 一 般 目 标 规 划 的 求解 原理 和 过 程 。 

图 解法 的 解 题 步骤 ， 

第 一 步 : 在 平面 坐标 系 中 画 出 所 有 约束 条 件 的 可 行 域 ， 即 将 所 有 约束 条 件 ( 包 括 目标 
约束 和 绝对 约束 ， 暂 不 考虑 正 负 偏 差 变 量 ) 的 直线 方程 在 坐标 平面 上 表示 出 来 。 

第 二 步 : 在 目标 约束 所 代表 的 边界 线 上 ， 用 箭头 标 出 正 、 负 偏差 变量 值 增 大 的 方向 ; 
必 表 示 目 标 约束 线 往 此 方向 平移 时 前 数值 增 大 ，d 则 相反 。 

第 三 步 : 求 满足 最 高 优先 等 级 目标 的 解 。 

第 四 步 : 转 到 下 一 个 优先 等 级 的 目标 ， 在 不 破坏 所 有 较 高 优先 等 级 目标 的 前 提 下 ， 求 
出 该 优先 等 级 目标 的 最 优 解 。 

第 五 步 : 重复 第 四 步 ， 直 到 所 有 优先 等 级 的 目标 都 已 审查 完毕 为 止 。 

第 六 步 : 确定 最 优 解 或 满意 解 。 

注 : 图 解法 解 线 性 目标 规划 问题 ， 可 能 遇 到 下 列 两 种 情况 : 

(1) 最 后 一 级 目标 的 解 空间 非 空 。 这 时 得 到 的 解 满足 所 有 目标 的 要 求 ， 当 解 不 唯一 
时 ， 可 以 根据 实际 条 件 选 择 一 个 。 
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(2) 得 到 的 解 不 能 满足 所 有 目标 。 这 时 要 做 的 是 寻找 满意 解 ， 使 它 尽 可 能 满足 高 级 别 
的 目标 ， 同 时 使 它 对 那些 不 能 满足 的 较 低 目标 的 偏离 程度 尽 可 能 地 小 。 
【 例 4】 在 例 2 中 如 果 决 策 者 还 要 考虑 以 下 的 目标 及 优先 等 级 。 
(1) 第 1 级 目标 : 避免 加 班 ; 
(2) 第 2 级 目标 : 利润 不 小 于 10; 
(3) 第 3 级 目标 : 产品 B 的 产量 不 小 于 7。 
请 建立 目标 规划 模型 ， 并 用 图 解法 求解 。 
解 : 根据 上 面目 标 规 划 建 模 的 步 又， 引 入 偏差 变量 ， 并 给 各 目标 赋予 相应 的 优先 因子 
P,(E=1， 2，3) ， 建 立 目标 规 划 模 型 如 下 : 
minZ =Pdi+P,d;+P;sd3 
10xi +15x,+di—d1 =40 
xit+x,+d;—d;=10 
xi+d3—d; =7 
0 EL 3 
第 一 步 : 首先 不 考虑 每 个 约束 方程 中 的 正 、 负 偏差 变量 ,将 上 述 每 一 个 约束 条 件 用 一 
条 直线 表示 出 来 ， 即 坐标 系 中 除 坐 标 轴 之 外 的 三 条 线 ( 图 5-1) 。 
第 二 步 : 在 三 条 线 上 用 两 个 箭头 分 别 表示 上 述 目标 约束 中 的 正 、 负 偏差 变量 增 大 的 方 
向 。( 以 d 为 例 ， 心 * 表 示 直 线 x,=7 往 上 平移 时 x, 在 增 大 ， 或 可 以 理解 为 直线 x,=7 往 
上 平移 时 x, 在 增 大 ， 要 使 得 等 式 成 立 ，d;* 就 必须 大 于 0)。 


第 三 步 : 首先 考虑 最 高 优先 等 级 的 目标 Pdi， 即 mindi 。 为 了 实现 这 个 目标 ， 必 须 
d!=0,( 因 为 dj*=0 且 di=0 能 实现 ) 从 图 5-1 可 以 看 出 ， 凡 落 在 图 中 阴影 区 域 的 点 都 能 满 
足 心 =0( 线 段 4B 往 下 平移 时 函数 值 在 减 小 没 增加 ， 故 di=0) 和 x,，x; 宇 0。 

第 四 步 : 接着 考虑 第 二 优先 等 级 目标 P,d;。 为 了 满足 第 二 优先 等 级 目标 ， 必 须 在 区 
域 04B 内 使 d; 最 小 。 从 图 5-1 可 以 看 出 ，d; 不 可 能 等 于 0。 因 为 如 果 d; 等 于 0， 表 示 线 
段 x+ x,=10 往 di 方向 平移 ， 就 会 影响 第 一 优先 等 级 目标 的 解 。 在 不 影响 第 一 优先 等 级 
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目标 的 前 提 下 ，d; 的 极 小 值 在 图 中 4 点 达到 (第 二 优先 级 的 解 必须 从 满足 最 高 优先 级 解 区 
域 04B 内 取得 ， 即 求 使 d; 达到 最 小 的 解 即 为 线段 x,+ x,=10 沿 方向 平移 最 先 到 达 区 域 
048B 的 点 对 应 的 值 ， 即 4 点 的 值 ) 。 此 时 x =4，x =0。 

第 五 步 : 求 第 三 优先 等 级 目标 P;d;。 要 在 同时 满足 第 一 、 第 二 优先 级 的 前 提 下 ， 求 
d; -的 最 小 值 ， 即 只 能 在 4 点 求 。 

因此 ， 最 终 的 满意 解 是 x,=4，x,=0。 此 时 d+=0，d;=6，d; =7， 这 表明 最 高 优先 等 
级 的 目标 已 经 完全 达到 ， 而 第 二 优先 等 级 和 第 三 优先 等 级 目标 都 没有 达到 。 

在 上 述 例子 中 ， 求 得 ee 是 非 可 行 解 ， 而 这 正 是 目标 规划 模 
型 与 线性 规划 模型 在 求解 思想 上 的 差别 ， 晴 

Oe ee te 这 种 思想 更 符合 
人 们 处 理 问 题 要 分 清 轻 重 、 优 先 、 缓 急 ， 保 证 重点 的 思考 方式 。 

(2) 所 有 目标 规划 问题 都 可 以 找到 满意 解 。 

(3 ) 目标 规划 模型 的 满意 解 虽 然 可 能 对 于 线性 规划 问题 而 言 是 非 可 行 解 ， 但 它 却 有 助 
于 了 解 问题 的 薄弱 环节 以 便 有 的 放 矢 地 改进 工作 ， 更 符合 实际 应 用 。 


5.3.2 序 贯 式 法 


序 贯 式 法 的 核心 思想 是 序 贯 地 求解 一 系列 单 目标 线性 规划 模型 。 也 就 是 根据 优先 等 
级 ， 把 目标 规划 模型 分 解 成 单 目 标 模型 ， 然 后 依次 求解 。 

序 贯 式 法 的 解 题 步骤 : 

第 一 步 : 令 k=1( 上 表示 当 前 考虑 的 优先 级 别 ，K 表示 是 总 的 优先 级 别 数 ) 。 

第 二 步 : 建立 对 应 于 第 大 优先 级 的 线性 规划 模型 。 该 模型 的 目标 函数 为 对 应 于 第 大 优 
先 级 的 偏差 变量 的 函数 ， 约 束 条 件 由 两 部 分 构成 : 一 是 所 有 含有 对 应 于 第 上 优先 级 的 偏差 
变量 的 那些 约束 ; 二 是 前 k-1 级 的 相应 目标 约束 的 实际 值 构成 的 约束 。 

第 三 步 : 选用 适当 的 解法 或 计算 机 软件 求解 对 应 于 优先 级 别 为 的 线性 规划 模型 ， 得 
到 最 优 解 。 

第 四 步 : 令 k=k+1， 转 第 三 步 至 第 四 步 ， 直 到 k=k 结束 。 

【 例 S】 下 面 以 例 4 所 建立 的 目标 规划 模型 为 例 ， 利 用 序 贯 式 法 求解 。 

minZ =Pidi+P,d; +P3d’s 
10x,+15x,+di—d1 =40 
xi+x+d;—d;=10 
Xs+d3—d3=7 
Xi Nis 0 Wl 2,3 

解 : 第 一 步 : 令 k=1(k 表 示 当 前 考虑 的 优先 级 别 ，K 表示 是 总 的 优先 级 别 数 ， 此 题 
中 K=3); 

第 二 步 : 建立 对 应 于 第 (=1) 优 先 级 的 线性 规划 模型 。 
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minZ, =di 
10x,+15x,+di—di; =40 
Wis. Ws di, di=0 
式 中 : 目标 函数 minZ, =di， 取 第 一 优先 级 的 达成 函数 ， 约 束 条 件 中 不 考虑 目标 函数 minz 
=di 中 未 出 现 的 偏差 变量 (如 ;d;、d、d、 虱 ) 所 对 应 的 目标 约束 。 
第 三 步 : 选用 适当 的 解法 或 计算 机 软件 求解 对 应 于 优先 级 别 为 的 线性 规划 模型 ， 其 
最 优 解 为 di =0， 最 优 值 为 zi =0。 
第 四 步 : 对 应 于 第 k+1( =2) 优 先 等 级 ,将 di =0 作为 约束 条 件 ， 建 立 线 性 规划 模型 。 


针 ' 书 


minZ, =d; 
minZ, =d; 
10x, +15x,+di -di =40 
10x, +1Sx2: +di =40 
xi+x+d—d; =10 即 
人 .二 记忆 xit+x,+d;—d;=10 
di=0 


xi, Xi, di;, d;0, j=1, 2 
Xi, %2, dj, di =0, j=1, 2 


第 五 步 : 类 似 第 三 步 ， 求 解 得 di=di=d; =0，d;=6， 最 优 值 为 6。 

类 似 第 四 步 。 即 对 应 于 第 k+1( =3) 优 先 等 级 ,将 di=di=d;=0，d;=6 作为 约束 条 
件 ， 建 立 线性 规划 模型 。 
minZ; =d; 


minZ, =d; 
10x, +15x,+di -di =40 
10x,+15x, =40 
xit+x,+d;—d; =10 
即 xit%2+6=10 
s. t. 4x,+d;—d;=7 认定 a 
< x2+d3—d3=7 


dt+=di=d:=0, d;=6 
xi x, d:, di=0, i=1, 2, 3 
求解 得 :最 优 解 为 *,=4，x,=0，di=di=0，d;=6,d;=7， 最 优 值 为 7。 
得 原 问 题 的 满意 解 为 x, =4，x;=0。 此 时 di=0,d;=6，d;=7， 这 表明 最 高 优先 等 级 
的 目标 已 经 完全 达到 ， 而 第 二 优先 等 级 和 第 三 优先 等 级 目标 都 没有 达到 。 


5.3.3 单纯 形 法 


从 求 目 标 规划 的 图 解法 及 序 贯 式 法 可 以 看 出 ， 求 解 目 标 规划 相当 于 求解 多 级 最 小 化 线 
性 规划 。 因 此 可 将 单纯 形 法 进行 适当 修改 后 用 来 求解 目标 规划 。 在 组 织 、 构 造 具 体 算 法 
时 ， 考 虑 到 目标 规划 的 数学 模型 一 些 特 点 ， 作 以 下 规定 : 

(1) 因 为 目标 规划 问题 的 目标 函数 都 是 求 最 小 化 ， 所 以 检验 数 的 最 优 准 则 是 oy 二 0。 

(2) 因为 每 个 非 基 变量 的 检验 数 中 都 含有 不 同等 级 的 优先 因子 ， 故 其 检验 数 要 按 优 先 级 
排 成 列 的 形式 ， 从 而 所 有 非 基 变量 的 检验 数 共 对 应 有 天 行 (天 为 问题 的 总 的 优先 级 别 数 ) 。 

目标 规划 问题 的 单纯 形 法 的 计算 步骤 : 

第 一 步 : 建立 初始 单纯 形 表 。 在 表 中 将 检验 数 行 按 优先 因子 个 数 分 别 列 成 开行 。 初 始 的 检 
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验 数 需 根据 初始 可 行 解 计算 出 来 ， 方法 同 基本 单纯 形 法 (下 面 详细 给 出 )。 当 不 含 绝对 约束 时 ， 
di(1=1，2,，…, 上 ) 构 成 了 一 组 初始 基 变 量 ， 这 样 很 容易 得 到 初始 单纯 形 表 。 置 k=1。 

第 二 步 : 检查 当前 检验 数 行 中 是 否 存 在 负数 。 阁 有 负数 且 对 应 的 前 k-1 行 ( 即 该 数 所 
在 列 的 上 方 ) 的 系数 为 零 ， 则 取 其 中 最 小 者 对 应 的 变量 为 换 入 变量 ， 转 第 三 步 。 若 无 这 样 
的 检验 数 ， 则 转 第 五 步 。 

第 三 步 : 仍 按 线性 规划 的 单纯 形 法 中 的 最 小 比值 规则 确定 换 出 变量 ， 当 存在 两 个 和 两 
个 以 上 相同 的 最 小 比值 时 ， 选 取 具 有 和 较 高 优先 级 别 的 变量 为 换 出 变量 。 

第 四 步 : 仍 按 线性 规划 的 单纯 形 法 中 主 元 变换 的 方法 进行 主 元 变换 运算 ， 建 立新 的 单 
纯 形 表 ， 返 回 第 二 步 。 

第 五 步 : 当 =K 时 ,计算 结束 。 表 中 的 解 就 是 满意 解 。 否 则 置 k=k+1， 返 回 第 二 步 。 

【 例 6】 以 例 4 为 例 ， 用 单纯 形 法 求解 目标 规划 。 

minZ =Pidi+P,d; +Psd; 
10x1+15x,+di—di =40 
xit+x,+d;—d;=10 
xs+di;-—d; =7 
Vi Wo di, 0, ll, 2,.3 

解 : 第 一 步 ， 因 不 含 绝对 约束 ， 故 di 、d;、d; 就 是 一 组 基 变量 ， 列 出 初始 单纯 形 表 ， 
如 表 5-4 所 示 。 

计算 检验 数 的 过 程 (给 出 两 种 方法 ) : 

方法 1: 先 按 线性 规划 的 单纯 形 法 计算 检验 数 一 样 的 方法 计算 ， 得 

av=Cv -CBN 


1 0 01f0 15 -1 0 0 
= 0 0 Pi 0,.0)=(0, P;, Pil 于 0 ] 1 0 一 1 0 
0 0 1 0 1 0 0 -1 


= 二 
然后 在 非 基 变量 所 在 的 列 的 下 方 检验 数 行 中 依次 填 人 P, 的 系数 即 可 。 


表 5-4 
o, 0 0 0 PP 0 Pb, 0 
Ch x, b CT | .a > dt 
0 | 机 40 [10] | 15 1 -1 | 0 二 0 40/10 
Pp, 二 10 1 1 0 1 | ,0 0 1071 
d; 0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
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方法 2: 先 计 算 已 行 的 非 基 变量 的 检验 数 : 令 Pi=1，P,=P,=0， 根 据 
on=ew 一 CBN 


1 0 0Y/10 15 -1 0 0 
=(0, 0, 1, 0, 0)—-(0,0,0)lI0 1 0|l|1 1 0 -1 0 


@ O10 1. 0 [0 | 
(0 0 1, ©, 0) 
得 到 P, 行 的 非 基 变 量 的 检验 数 。 
接着 算 P, 行 的 非 基 变 量 的 检验 数 : 令 P,=1，P, =P,=0， 根 据 
on=cy -CBN 


1 0 01f(I0 15 -1 0 0 


Do0lsge 1 0 0 -1 


三 一 =1s 0, 1, 0) 
得 到 P, 行 的 非 基 变量 的 检验 数 。 
最 后 算 P, 行 的 非 基 变量 的 检验 数 : 令 P;=1，P)=P,=0， 根据 
=(0, -1,0,0,1) 


ov=cv — CsB'N 
10 15 -1 0 0 
(0 
得 到 P, 行 的 非 基 变量 的 检验 数 。 
第 二 步 : 检查 已 行 的 检验 数 ， 可 见 该 行 无 负 检 验 数 ， 则 转 和 人 第 三 步 。 


第 三 步 : 因 检 验 数 P, 行 有 两 个 -1， 取 第 一 个 -1 对 应 的 变量 x, 为 换 和 人 变量 ， 在 表 5-4 
中 计算 最 小 比值 : 


1 0 0 
= (0, 0， 0， 0， 0) = (0, 0， 1)|0 1 0 
0 0 1 


0=min(40/10, 10/1, -)=40/10 
则 它 对 应 的 di 为 换 出 变量 ,， 转 入 第 四 步 。 
第 四 步 : 按 线性 规划 的 单纯 形 法 中 主 元 变换 的 方法 进行 主 元 变换 运算 ,得 到 新 的 单纯 


表 5-5 
c 0 .0 .0 Pp |P,|o0 |p |0o 
Cs Ns b 2%i Ny di di ds; dy d; di , 
wi 4 1 15/10| 1/10 |-1/10| 0 0 0 0 
Pp, od 6 0 —1/2 |-1/10| 1710 1 一 0 0 
BB ds 7 0 1 0 0 0 0 1 | 
Pp 0 0 0 1 0 | 0 0 
cj- P, 0 | 12 11N10l-1M10| 0 | 1 |0 
P; 0 一 0 0 0 0 0 1 
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由 表 5-5 可 见 ， 检 验 数 P, 行 和 已 行 各 有 一 个 负 检 验 数 ,但 对 应 的 前 一 行 的 系数 均 不 
为 去， 因此 已 经 得 到 最 终 表 。 表 5-6 所 示 的 解 x,=4,，x,=0, di=0, d;=6,d;=7, 与 图 
解法 、 序 贯 式 法 得 到 的 结果 一 样 。 


5.4 目标 规划 应 用 建 模 举例 


【 例 7】 某 工 厂 计划 生产 甲 ， 乙 两 种 产品 ， 这 些 产品 分 别 要 在 4，B，C，D 四 种 不 同 设 
备 上 加 工 。 两 种 产品 在 4，B，C, D 四 种 不 同 设备 上 加 工 所 需要 的 时 间 ， 如 表 5-6 所 示 。 


表 5-6 


单 件 利润 


甲 2 1 4 0 2 
己 2 2 0 4 3 
设备 使 用 时 间 12 8 16 | 12 


工厂 现 要 考虑 以 下 几 个 方面 ， 

(1) 总 利润 不 得 低 于 12 元 ; 

(2) 考 虑 到 市 场 需求 ， 甲 、 乙 两 种 产品 的 生产 量 需 保持 1 : 1 的 比例 ; 

(3)C 和 DD 为 贵重 设备 ， 严 格 禁 止 超时 使 用 ; 

(4) 设 备 4 要 充分 利用 ， 尽 可 能 不 加 班 。 设 备 B 必要 时 可 以 加 班 ， 但 加 班 时 间 要 控 
制 。 

问 : 工厂 应 怎样 安排 生产 计划 ? 

解 : 这 是 一 个 多 目标 决策 问题 ， 目 标 规划 方法 是 解 这 类 决策 问题 的 方法 之 一 。 

(1) 确定 各 目标 的 优先 因子 。 

显然 这 里 考虑 的 4 个 方面 ， 除 (3 ) 外 都 是 决策 的 目标 ， 故 可 确定 各 目标 的 优先 因子 为 

P: 总 利润 不 得 低 于 12 元 ; 

已 : 甲乙 产品 的 产量 保持 1 : 1 的 比例 ; 

P;: 设备 4，B 尽量 不 超人 负 蓓 工作 。 

(2) 确 定 约束 条 件 。 

设 x ，%, 分 别 为 甲 ， 乙 两 种 产品 的 生产 数量 ， 则 有 

对 有 严格 限制 的 资源 使 用 建立 系统 约束 ， 数 学 形式 同 线性 规划 中 的 约束 条 件 。 如 C 
和 DD 设备 的 使 用 限制 : 

4xi 生 16 
4x, 和 12 

@) 对 不 严格 限制 的 约束 ， 连 同 原 线性 规划 建 模 时 的 目标 ， 均 通过 目标 约束 来 表达 。 

目标 P : 总 利润 不 得 低 于 12 元 ， 用 目标 约束 表示 为 
196 


5.4 目标 规划 应 用 建 模 举例 


min|d, | 

2x1+3x,+d! —d,' =12 
目标 已: 甲乙 产品 的 产量 保持 1 : 1 的 比例 ,用 系统 约束 表达 为 xi =x,。 
由 于 这 个 比例 允许 有 偏差 ， 故 
当 wx <x, 时 ， 出 现 负 偏差 d, ， 即 x+d =x,; 
当 x >x, 时 ， 出 现 正 偏差 d)*， 即 xi -d,'=x,。 
因 正 负 偏差 不 可 能 同时 出 现 ， 故 总 有 -x+d，-d,*=0。 
目标 P;: 设备 4 既 要 求 充 分 利用 ， 又 尽 可 能 不 加 班 ， 用 目标 约束 表示 为 

min| ds +ds'| 

[2 +2x,+d; —d;’ =12 
设备 B 必要 时 可 加 班 及 加 班 时 间 要 控制 ， 用 目标 约束 表示 为 

min|d,’| 

i =8 

综 上 所 述 ， 该 问题 的 目标 规划 模型 可 以 表示 为 
min z=Pidi+P,(d;+d;) +3Ps(d;+d;) +P3d; 

4x| 三 16 
4x, 三 12 
2x+3x,+di-d! =12 
s. t. 4X1—% +d;—d;=0 
2x1+2xs+d3—d3=12 
x +2x,+di—di=8 
Xi， Xi, di, di 0 (i=1,.%…, 4) 
【 例 8】 某 单位 领导 在 考虑 下 属 职工 的 升级 调资 方案 时 ， 依 次 要 遵守 以 下 规定 : 
(1) 年 工资 总 额 不 超过 165000 元 ; 
(2) 每 级 的 人 数 不 超 过 定编 规定 的 人 数 ; 
(3) 正 ， 亚 级 的 升级 面 尽 可 能 达到 现 有 人 数 的 30% ， 且 无 越级 提升 ; 
(4) 亚 级 不 足 编 制 的 人 数 可 录用 新 职工 ， 又 工 级 的 职工 中 有 10% 要 退休 。 
有 关 资 料 汇总 于 表 5-7 中 ， 问 该 领导 应 如 何 拟订 一 个 满意 的 方案 。 


表 5-7 
等 级 工资 额 (元 /年 ) 现 有 人 数 编制 人 数 
I 2000 20 30 
I 1500 30 40 
下 1000 30 40 
合计 80 .0 
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解 : (1) 确 定 各 目标 的 优先 因子 。 
Pi: 年 工资 总 额 不 超过 165000 元 ; 
P,: 每 级 的 人 数 不 超 过 定编 规定 的 人 数 ; 
P;: 下、 亚 级 的 升级 面 尽 可 能 达到 现 有 人 数 的 30% 。 
(2) 建 立 各 目标 约束 。 
设 x,，x,，xs 分 别 表 示 提 升 到 了 、 卫 级 和 录用 到 五 级 的 新 职工 人 数 。 则 有 
工 级 调整 后 的 人 数 : 20-20x10% +xi =18+xi ; 
[级 调整 后 的 人 数 : 30_x ru; 
亚 级 调整 后 的 人 数 : 30-xa+x3 。 
目标 局 : 年 工资 总 额 不 超过 165000 元 ， 用 目标 约束 表示 为 
min di 
2000(18+xi )+1500(30-x +x, )+1000(30—x,+x3 ) +di—di =165000 
目标 P,: 每 级 的 人 数 不 超 过 定编 规定 的 人 数 ， 用 目标 约束 表示 为 
min (dy+d;+di) 
18+xi+d;—d; =30 
30—x+x,+d;—d; =40 
30—x,+x3+ds—d; =40 


目标 P;: 下 ， 亚 级 的 升级 面 不 大 于 现 有 人 数 的 30% ,但 尽 可 能 多 提升 ， 用 目标 约束 
表示 为 


min (ds+d:) 
xitds—d; =20x30% 
x,+ds—d: =30x30% 
综 上 所 述 ， 该 问题 的 目标 规划 模型 可 以 表示 为 
min Pidi+P,( dy+d; +di; ) +P,( ds;+ds) 
SO0x,+500x,+1000%;+di—di =54000 
xit+d;-d; =12 
—x1+x,+d;—d;=10 
s.t， 1—x,+x3+ds—d;=10 
xit+ds—d:=6 
xs+ds—d¢ =9 
bis Ws ss: dQ i=1 2 »“" 6 
【 例 9】 已 知 工厂 有 三 个 产地 ， 现 要 给 四 个 销 地 供应 产品 ,各 产 、 销 地 之 间 的 供需 量 
和 单位 运 价 见 表 5-8。 相 关 部 门 在 研究 调运 方案 时 ， 要 依次 考虑 以 下 六 项 目标 ， 并 规定 其 
相应 的 优先 等 级 为 
Pi: B, 的 销量 必须 全 部 满足 ，; 
P,: 4 向 B, 提 供 的 产量 不 少 于 100; 
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P,: 每 个 销 地 的 供应 量 不 小 于 其 销量 的 60% ; 

P,: 所 定 调运 方案 的 总 运费 不 超过 最 小 运费 调运 方案 的 10% ; 
P;: 因 路 段 的 问题 ， 尽 量 避 免 安排 将 4, 的 产品 运往 B,，; 

P,: 给 Bl 和 B, 的 供应 率 要 相同 ; 

试 求 满意 的 调运 方案 。 


表 5-8 
销 地 
B B B B 产量 
产地 1 2 3 4 
A 5 2 6 300 
I | 
A 3 5 4 6 200 
4， 4 5 2 3 400 
销量 200 100 450 250 900/1000 


解 : 用 表 上 作业 法 求 得 最 小 运费 的 调运 方案 见 表 5-9。 这 时 得 最 小 运费 为 2950 元 ,再 
根据 提出 的 各 项 目标 的 要 求 建立 目标 规划 的 模型 。 


设 xj(i=1, 2,3; J=1，2，3，4) 为 从 产地 4; 到 销 地 的 运 量 ， 则 
目标 P : B, 的 销量 必须 全 部 满足 ， 用 目标 约束 表示 为 


min (di+di) 
网 +x24 +Xas +di—d1 =250 
目标 P,: 4; 向 B, 提 供 的 产量 不 少 于 100， 用 目标 约束 表示 为 
min d; 
区 +d;—d; =100 
目标 P;: 每 个 销 地 的 供应 量 不 小 于 其 销量 的 60% ， 用 目标 约束 表示 为 
199 


第 5 章 目标 规划 


min (d;+da+d;+ds) 
XI +Xa1TX3iI+d -三 200x60 纺 
X12tXy th tds -di =100x60% 
Xiatxnt+xat+ds—ds =450x60% 
xistrntrutdi-di =250x60% 
目标 已 : 所 定 调运 方案 的 总 运费 不 超过 最 小 运费 调运 方案 的 10% ， 用 目标 约束 表示 


min dj 


3 4 
2 Der, +d; -di =2950(1 + 10% ) 


i=1 j=!1 
目标 P: : 因 路 段 的 问题 ， 尽 量 避 免 安排 将 4, 的 产品 运往 B;,， 用 目标 约束 表示 为 
min ds 
xat+ds -ds =0 
目标 Pe。: 给 B, 和 B; 的 供应 率 要 相同 ， 用 目标 约束 表示 为 
min (co +do ) 
_200 
450 
综 上 所 述 ， 该 问题 的 目标 规划 模型 可 以 表示 为 
min Pd +di) +Pd; +P(d; +ds +d; +ds) +Pd; + Psdi; + Pl(ds + di) 


(Kil +X2l+X3l ) (xna+x2+xa ) +ds—dy=0 


s.t xa + Xa + Xa + di -di =250 

xa +d; —d; = 100 

Xil + x + Xa +dy3 一 di =200 x 60% 

Xia + Xa + Xa + ds 一 dx = 100 x 60% 

Xi3 + Xa + Xs + ds 一 di =450 x 60% 

Xia + Xx + Xa + de -ds =250 x 60% 

3 4 

> Dor; +d; -di =2950(1 + 10% ) 

x t+ds—ds =0 
200 

(wi +X2l 十 X3l ) -4504xzn +223+X3 ) +ds—dy =0 
Xii 二 %2r 二 Wail S200 
X12+Xy + E100 
Xit+xa +X E450 
X14+X2a tN E250 


Xi txt+x13+X1a E300 
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Nol +X2z +X2s +%X24 S200 
X31 +X3r +Xaa +Xag E400 


dd 和 BO 2, 3, j=1, 2, 3, 4 Kel, 2, =':, 


5.5 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


%i 


下 面 以 案例 为 基础 ， 分 别 介绍 “管理 运筹 学 "2.0、Excel 、Lindoe 和 Matlab 软件 求解 目 
标 规 划 模 型 的 方法 。 
5. 5.1 “管理 运筹 学 "2. 0 求解 目标 规划 问题 
【 例 10】 用 “管理 运筹 学 2. 0" 软 件 求解 例 3 中 的 目标 规划 模型 。 
minZ =Pdi+P,d; +Psd;3 
10x1+15x,+di—di =40 
xit+x;+d;—d; =10 
s. tt 
xs+d;3—d3=7 
wis Ws Os GEO; I=1; 2 3 
解 : 打开 “管理 运筹 学 "2.0 主 窗口 ， 选 择 子 模块 “目标 规划 ”， 点 击 “ 新 建 " 按 钮 ， 输 
入 “决策 变量 个 数 、 优 先 级 数 、 目 标 约束 个 数 和 绝对 约束 个 数 ”"， 点 击 “ 确 定 ” 按 钮 ， 因 为 
要 计算 目标 函数 值 ， 故 需 先 对 优先 因子 赋值 ， 为 满足 P, 全 P, 室 P;， 本 例 中 令 P = 
1000000 ，P, =1000，P,=1。 输 入 数据 ， 得 图 5-2。 


A 
NT to | 
0 省 Oa 
EP PC 
| 5 加 5 
0 oon, 0 
: 由 0 0 日 1 
和 HH | 验 ju ja la 上 Li ly 
ly 1 4 -1 D 站 了 = 可 | 
上 0 二 ol 
图 5-2 


注 :“ 决 策 变量 个 数 " 是 指 除 所 有 偏差 变量 之 外 的 变量 的 个 数 。 
再 点 击 “ 解 决 " 按 钮 ， 得 到 如 图 5-3 所 示 的 结果 界面 。 
可 见 ,“ 管 理 运 筹 学 ?2. 0 软件 求解 目标 规划 是 按 优先 级 分 级 进行 的 ， 且 所 得 结果 与 图 


解法 、 序 贯 式 法 和 单纯 形 法 得 到 的 结果 完全 一 样 。 
5. 5.2 ”Excel 求解 目标 规划 问题 
下 面 仍 以 例 3 中 的 目标 规划 模型 为 例 ， 说 明 Excel 求解 目标 规划 的 方法 。 
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口 心口 忌口 在 号 口 | 才 


站 
8 

0 
1000000 
0 

9 
0 

T 


ovonooos 
oooeoon 


图 5-3 


minZ =Pldi+P,d; +Psd; 
10x,+15x,+di -di =40 
xitx,+d;—d;=10 
xs+d3—d3=7 
xi Xs dis di=0, j=1, 2, 3 
因为 要 计算 目标 函数 值 ， 故 需 先 对 优先 因子 赋值 ， 为 满足 P,P, 字 P;， 本 例 中 令 P 
=1000000，P, =1000，P,;=1。 在 Excel 中 输入 模型 中 对 应 的 数据 ， 如 图 5-4 所 示 。 其 中 决 
策 变量 对 应 的 单元 格 是 B2: 乙 ， 目 标 单元 格 是 G7 ， 其 计算 公式 为 “=B7 * E2+C7 * F2+D7 
* H2”。 约 束 条 件 所 在 单元 格 为 B3 : B5, 其 计算 公式 分 别 为 
B3=10 * B2+15 * C2+D2-E2 B4=B2+C2+F2-G2 B5=C2+H2-D2 
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规划 求解 参数 设置 见 图 5-5。 


| 设置 目标 单元 格 (E) : | 区 
| 等 于 ， 回 最 大 值 Q) 人 最 小 信人 ) 
”| 可 变 单 元 格 (8) : 
[$B92:$I1$2 
约束 (中): 

|$B$3:$B$5 = $D$3:$D$5 


图 5-6 


5.5.3 Lindo 软件 求解 目标 规划 问题 


加 什 为 (D: [6 


目标 值 ”6007] 


5.5 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


图 5-6 所 示 的 解 为 x,=4，x,=0，di=0，d; =6，d=7， 与 图 解法 、 序 贯 式 法 和 单纯 
形 法 得 到 的 结果 完全 一 样 。 


Lindo 软件 不 能 直接 求解 目标 规划 问题 ， 但 可 以 采用 序 贯 式 算 法 ， 即 分 别 求 解 各 级 目 
标的 方式 来 求解 目标 规划 问题 ， 具 体操 作 见 下 述 案例 。 


【 例 11】 用 Lindo 软件 求解 例 8 中 的 目标 规划 模型 。 


min Pidi+P,(d;+d;+di ) +P,( ds;+d:) 
S00x, +500x,+1000x;+di—di =54000 


xit+d;—d; =12 
—x1+x,+d3—d;=10 
s.t. 4—x,+x3+da—d;=10 
xi+ds—d:=6 
xstds—di =9 


W's Ns des dd 0 jl, 2, “~ 


; 6 
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解 : 第 一 步 : 求解 第 一 级 目标 。 打 开 Lindo 软件 ， 输 入 下 面 的 线性 规划 模型 ; 

minZ, = 已 di 
S00x, +500x, +1000x, +di—di =54000 
xi+d;—d; =12 
—X1+X%2+d3—d3=10 

s.t. 4-%2+x3+d -di=10 
xit+ds—d;=6 
xs+ds—di=9 
Vin Nos Gi 0 2=1 


输入 后 的 界面 如 图 5-7 所 示 。 


ea 


min dt 2 | 


st 
S00x1+500x2+1000x3+01 -01=54000 
x1*d2_-d2=12 

-x1+x2+d3_ -03=18 


图 5-7 


第 二 步 : 点 击 “ Solve” 按 钮 求解 得 d+=0， 如 图 5-8 所 示 。 


Lp OPTIMUN FOUND AT STEP 9 3 | 


DBJECTEUE FUNCTION VALUE 


1) .000006E+ 0 

VARIABLE VALUE REDUCED COST 
Dt 和 .090009 1-009000 
3X1 日. 
X2 日 
X3 8 
D1_ 有 
D2 9 
0 日 
D3_ a 
03 1 
D4_ 8 
Dh 0. 
05_ .000880 
号 0. OOO0 
D6, 9. 00000 
06 999880 


ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
.A00089 08.000000 


2) 

3) .O00 

4) 9 

5) 9, 

6) 全 人 和 

7) 9. 880090 
MO. ITERATIONS= 


图 5-8 


第 三 步 : 求解 第 二 级 目标 。 输 入 下 面 的 线性 规划 模型 . 
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minZ, =P,( d;+d;+di ) 

500x, +500x, +1000x, +di -dt =54000 

xi+d;—d; =12 

—xi tx +d3—d3 =10 

—x,+xs+di-di=10 

xit+ds—d:=6 

xs+ds—di=9 

di = 

ws Was dis dE0, i=1, 2; ,6 
输入 完毕 ， 点 击 “ Solve” 按钮 求解 得 d;+d;+d; =0。 

第 四 步 : 求解 第 三 级 目标 。 输 入 下 面 的 线性 规划 模型 ; 

minZ3 =P,( ds+ds ) 
S00x, +500x,+1000x; +di—d! =54000 
xitd;—d; =12 
—x1+X2+d3—d3=10 
—x,+x3+ds—d; =10 
s.t. wxitds-—d;=6 
xs+ds—d¢ =9 
di=0 
d;+d;+d; =0 
x1, x, di, d=0, i=1, 2, …, 6 
输入 完毕 ， 点 击 按钮 求解 得 
而 三 65 旋 三 9 加 三 划 , 曾 =27500, 而 =6, 而 三 7 
其 余 变 量 均 为 0， 如 图 5-9 所 示 。 

即 : 提升 到 工 ， 开 级 和 录用 到 亚 级 的 新 职工 人 数 分 别 为 6, 9，19， 则 了 工 ， 卫 及 五 级 
职工 人 数 分 别 为 24 ，33 ，40 时 ， 工 资 总 额 为 137500。 显 然 此 时 各 级 职工 数 都 不 超编 ， 同 
时 工资 总 额 也 没 超 过 预 设 值 。 

5.5.4 用 Matlab 求解 目标 规划 问题 


因为 目标 规划 问题 的 实质 是 线性 规划 模型 ， 因 此 在 Matlab 中 也 可 调用 linprog( ) 函数 
来 求解 ， 在 此 不 再 效 述 。 
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证 
号 


WR 
i 


TSTEP 

BMGT LIE 
oo 

本 

.0 

时 


19 .| 
27589- 


三 
去 
目 


89909009 
OU 


讨论 、 思 考题 


. 绝对 约束 与 目标 约束 有 何不 同 ? 

. 目标 规划 的 目标 函数 怎样 理解 ? 

. 目标 规划 的 图 解法 与 线性 规划 的 图 解法 有 何不 同 ? 

. 在 求解 目标 规划 模型 的 单纯 形 表 中 如 何 判 定 有 多 个 最 优 满意 解 ? 
. 目标 规划 的 单纯 形 法 与 线性 规划 的 单纯 形 法 的 区 别 在 哪里 ? 

. 怎样 理解 目标 规划 的 满意 解 ? 它 与 线性 规划 的 最 优 解 有 何不 同 ? 
. 求解 目标 规划 还 有 没有 其 他 方法 ? 


必修 内 上 mmNRBD 一 


本 章 小 结 


本 章 首先 通过 实例 引出 目标 规划 ， 然 后 给 出 目标 规划 的 基本 概念 及 模型 ， 重 点 讨论 了 
目标 规划 的 图 解法 、 序 贯 式 法 和 单纯 形 法 ， 最 后 介绍 了 四 种 软件 求解 目标 规划 的 方法 及 案 
例 建 模 分 析 。 

本 章 学 习 要 求 如 下 : 

(1) 理 解 目标 规划 的 基本 概念 。 

(2) 掌 握 目 标 规 划 与 线性 规划 的 区 别 与 联系 。 

(3) 能 用 图 解法 、 序 贯 式 法 和 单纯 形 法 求解 目标 规划 问题 。 

(4) 掌握 目标 规划 与 线性 规划 的 单纯 形 法 的 区 别 。 

(5) 能 够 建立 目标 规划 模型 并 用 四 种 软件 求解 目标 规划 问题 。 


习 题 


1. 某 厂 生产 4，B,C 三 种 产品 ， 装 配 工作 在 同一 生产 线 上 完成 ， 三 种 产品 的 工时 消 
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耗 分 别 为 6，8，10h， 生 产 线 每 月 正常 工作 时 间 为 200h; 三 种 产品 销售 后 ， 每 台 可 获 利 分 
别 为 500，650 和 800 元 ; 每 月 销售 量 预 计 为 12，10 和 6 台 。 

该 厂 经 营 目标 如 下 : 

(1) 利润 指标 为 每 月 16000 元 ， 争 取 超 额 完 成 ; 

(2) 充分 利用 现 有 生产 能 力 ; 

(3) 可 以 适当 加 班 ， 但 加 班 时 间 不 得 超过 24h; 

(4) 产量 以 预计 销售 量 为 准 。 试 建立 目标 规划 模型 。 

2. 某 化 工厂 用 甲 、 乙 两 种 原料 生产 4，B,C 三 种 产品 。 这 三 种 产品 每 生产 一 件 对 甲 、 
乙 两 种 原料 的 需求 量 及 其 成 本 费用 如 表 5-10 所 示 。 


表 5-10 
i A B C 
原料 (kg/ 件 ) 
甲 10 6 8 
六 4 8 | 12 
生产 成 本 (元 / 件 ) 25 25 30 


又 知 该 工厂 每 月 能 购 得 甲 种 原料 1500kg， 乙 种 原料 1600kg。 该 工厂 根据 计划 指标 和 
上 级 公司 的 要 求 ， 以 及 有 具体 情况 提出 以 下 几 个 目标 : 

(1) 产 品 4 必须 完成 计划 指标 ， 即 产量 必须 不 少 于 80 件 ; 

(2) 产品 C 必须 完成 上 级 公司 规定 调拨 的 计划 指标 ， 即 产量 恰好 等 于 100 件 ; 

(3) 甲 种 原料 消耗 量 不 大 于 1500kg, 乙 种 原料 消耗 不 大 于 1600kg; 

(4) 总 成 本 应 控制 在 30000 元 以 下 。 

要 求 在 满足 上 述 目 标 顺序 的 条 件 下 ,合理 地 确定 这 三 种 产品 的 产量 。 

3. 某 纺 织 厂 生产 两 种 布料 ， 一 种 用 来 做 服装 ， 另 一 种 用 来 做 窗帘 。 该 厂 实 行 两 班 生 
产 ， 每 周 生 产 时 间 定 为 80h。 这 两 种 布料 每 小 时 都 生产 1000m。 假 定 每 周 窗 帘 布 可 销售 
70000m， 每 米 的 利润 为 2. 5 元 ; 衣料 布 可 销售 45000m， 每 米 的 利润 为 1.5 元 。 

该 厂 在 制订 生产 计划 时 有 以 下 各 级 目标 : 

(1) 每 周 必须 用 足 80h 的 生产 时 间 ; 

(2) 每 周 加 班 时 数 不 超过 10h; 

(3) 每 周 销售 窗帘 布 70000m， 衣 料 布 45000m; 

(4) 加 班 时 间 尽 可 能 减少 。 

试 建 立 这 个 问题 的 目标 规划 模型 。 

4. 已 知 条 件 如 表 5-11 所 示 。 
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表 5-11 
型 号 
工序 每 周 最 大 加 工 能 力 
4 | B 
I (h/ 台 ) 4 | 3 | 150 
I (h/ 台 ) | 6 2 | 70 
利润 (元 /人 台 ) 300 450 


如 果 工 三 经营 目标 的 期 望 值 和 优先 等 级 如 下 : 
(1 ) 周 总 利润 不 得 低 于 10000 元 ; 
(2) 因 合同 要 求 ，4 型 机 每 周至 少 生产 10 台 


，B 型 机 每 周至 少 生 产 15 台 ; 
(3) 和 希望 工序 工 的 每 周 生 产 时 间 正 好 为 130h， 工 序 开 的 生产 时 间 最 好 用 足 ， 甚 至 可 适 
当 加 班 。 


试 建立 这 个 问题 的 目标 规划 模型 。 
5. 用 图 解法 解 下 列 目标 规划 模型 。 
(1)min Z=pi(di+d;)+p2d3+pads 


et dk (2)min Z=Pd;+P,d;+P,;( di+di) 
兆 ] 十 YX 十 尼 | 一 地 = 
J 6x1+2x,+di -dt =24 
xi+2x,+d;—d; =500 
xi+x,+d;—d; =5 
Ss. t. 4XI+ d:;-—d; =300 总 七 
Sr,+d; -dt =15 
0. 4x,+0. 3x,+di—d; =240 
i Xi, G0, di, di0(i=1, 2, 3) 
Xi %2, Ui, di 0 1=1, 2, 3, 


6. 用 目标 规划 的 单纯 形 法 解 以 下 目标 规划 模型 。 
(1)min Z=pidi+psd;+p3d; +pal di+d;) 
2x1+x,+di—di =20 
xi+ d;-d;=12 
s.t. 
xt+d;3—d3=10 
wi Hs di, di 0t=1, 2,3 
(2)minZ=P,(2di+3d; ) +P,d;+P;sd; 
xi+x+di—di=10 
xit+d;-d:=4 
s. t. 45x,+3x,+d3—d3=56 
xit+xst+di—d;=12 


Xs Bs ds, dE0, ET 2, $4 


7. 某 农场 有 3 万 亩 农田 ， 欲 种 植 玉 米 、 大 豆 和 小 麦 三 种 农作物 。 各 种 作物 每 调 需 施 
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肥料 分 别 为 0. 12，0.2，0. 15t。 预 计 秋 后 玉米 每 亩 可 收获 500kg， 售 价 为 0.24 元 /kg， 大 
豆 每 亩 可 收获 200kg， 售 价 为 1. 20 元 /kg， 小 麦 每 亩 可 收获 300kg， 售 价 为 0.70 元 /kg。 农 
场 年 初 规划 时 依次 考虑 以 下 的 几 个 方面 : 

(1) 年 终 收益 不 低 于 350 万 元 ; 

(2) 总 产量 不 低 于 1.25 万 ti; 

(3) 小 麦 产 量 以 0.5 万 t+ 为 宜 ; 

(4) 大 豆 产 量 不 少 于 0.2 万 ti 

(5) 玉 米 产 量 不 超过 0.6 万 ti 

(6) 农 场 现 能 提供 5000t 化 肥 ， 若 不 够 ， 可 在 市 场 高 价 购买 ， 但 希望 高 价 采 购 量 愈 少 
愈 好 。 试 建立 该 目标 规划 问题 的 数学 模型 。 

8. 有 家 工厂 生产 两 种 类 型 的 家 用 电器 : 普通 型 和 高 级 型 。 这 两 种 产品 装配 和 检验 所 
需要 的 加 工 工 时 、 单 位 利润 以 及 每 日 的 工时 限额 如 表 5-12 所 示 。 

现在 生产 决策 者 提出 要 求 : 

(1) 每 日 的 销售 利润 应 不 低 于 750 元 ; 

(2) 充分 利用 两 个 部 门 的 正常 工时 ; 

(3) 如 有 需要 ， 两 个 部 门 都 可 以 加 班 ， 但 加 班 工时 应 力求 最 少 ， 其 中 检验 部 门 的 加 班 
工时 控制 较 严 ， 其 严格 程度 应 是 装配 部 门 加 班 工时 的 3 倍 。 


表 5-12 
单位 产品 工时 消耗 可 
产品 类 型 单位 利润 (元 ) 
装配 检验 
普通 型 1 1 15 
高 级 型 3 1 25 
每 日 工时 限额 60 40 


试 根据 上 述 要 求 建立 目标 规划 的 数学 模型 ， 分 别 用 图 解法 和 单纯 形 法 求解 ， 最 后 用 软 
件 进行 验算 。 

9. 一 个 小 广播 电台 计划 如 何 最 优 分 配 播 放 音 乐 、 新 闻 和 广告 的 时 间 。 根 据 规定 ， 这 
个 广播 电台 每 天 只 人 允许 广播 12h。 这 个 广播 电台 的 收益 情况 如 下 : 播放 广告 每 分 钟 可 收入 
250 元 ， 播 放 新 闻 每 分 钟 可 收入 35 元 ， 播 放 音乐 每 分 钟 可 收入 20 元 。 根 据 法 律 规 定 ， 广 
告 时 间 的 总 和 最 多 只 人 允许 占 广播 时 间 的 20% ; 另外 ， 每 小 时 广播 时 间 中 必须 至 少 有 5min 
是 新 闻 时 间 。 请 问 : 每 天 12h 的 广播 时 间 应 该 如 何 分 配 为 好 ? 假定 : 

(1) 满足 法 律 规定 (广告 时 间 的 上 限 ， 新 闻 时 间 的 下 限 ， 每 天 12h 的 广播 时 间 的 限 
制 ) 。 

(2) 电 人 台 每 天 获得 的 总 收益 最 大 。 

试 根 据 上 述 要 求 建立 目标 规划 的 数学 模型 ， 分 别 用 图 解法 和 单纯 形 法 求解 ， 最 后 用 软 
件 进行 验算 。 
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案 例 


案例 11 某 医 院 人 员 配 备 及 费用 计划 问题 


某 医院 今年 现 有 人 员 分 布 、 工 资 情况 及 病人 就 诊 和 财政 开支 情况 分 别 列 于 表 5-13 ~5- 
1$5， 表 5-14、 表 $-15 中 还 列 出 对 来 年 情况 的 估计 和 要 求 。 


表 5-13 
变 量 人 员 类 别 人 数 平均 月 工资 
x 医生 26 620 
x 护士 66 480 
Xa 放射 科 人 员 2 520 
a 化 验 员 3 490 
Xs 药剂 师 5 510 
x 管理 人 员 10 460 
7 财会 人 员 4 450 
2 维修 工人 3 450 
3 清洁 工人 12 350 
Xi0 食堂 工人 6 420 
表 5-14 
门诊 次 数 : 32420 来 年 计划 增加 5% : 34041 
住院 人 天 数 : 58762 来 年 计划 增加 4% : 61112 
平均 门诊 收费 率 : 42. 5(z,) 来 年 计划 增加 3% : 43.8 
平均 住院 收费 率 : 84. 8(z,) 来 年 计划 增加 29 : 86.5 


表 5-15 

变量 医院 开支 费用 对 未 来 的 估计 费用 
7 | 医药 费 3134200 增加 5% 3290210 
六 治疗 费 874500 增加 5% 917725 
入 X 光 透 射 费 525310 增加 5% 551576 
ys 化 验 费 877240 增加 5% 921102 
ys 管理 费 94400 增加 5% 99162 
i 其 他 费用 232500 增加 5% 244125 


210 


办 
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医院 病人 的 收费 率 ( 变 量 z 和 罗 ) 是 根据 医院 的 财政 收 支 决定 的 。 

医院 定员 规定 为 150 人。 人 员 搭 配 比例 关系 是 : 

护士 与 医生 数量 之 比 为 2 : 5， 医护 及 专业 人 数 与 非 专 业 人 数 之 比 为 4:1， 行政 人 员 
(管理 + 财会 ) 与 工人 数 之 比 为 2 : 3。 

为 保证 正常 门诊 和 住院 部 工作 ,每 天 上 班 的 医生 需要 28 人 ， 护 士 需要 70 人 ， 其 他 人 
员 可 按 去 年 的 不 动 。 医 院 计划 来 年 除 职 工 工资 外 ， 以 工资 的 15% 做 奖金 。 医 院 来 年 需 更 
新 X 光 机 一 台 ， 需 150000 元 ( 交 量 y,); 此 外 要 留 约 500 000 元 (变量 y,) 作 为 处 理 紧 急事 
件 费 用 。 

请 根据 医院 的 要 求 ， 作 一 个 关于 人 员 数 和 费用 指标 的 规划 ， 其 目标 按 优先 级 别 顺序 
为 : 

(1) 在 人 员 上 保证 医院 门诊 和 住院 部 的 正常 工作 ; 

(2) 定员 和 人 员 结 构 尽 可 能 符合 上 述 比例 要 求 ; 

(3) 尽 可 能 保证 X 光 设备 更 新 和 留用 款 的 实现 ; 

(4) 医院 经 营 成 本 为 最 小 ; 

(5) 达到 医院 全 年 的 财政 平衡 ; 

(6) 尽 可 能 减少 平均 门诊 收费 率 和 住院 收费 率 的 增加 。 


案例 12 ”工业 废水 的 处 理 问 题 


环境 污染 日 益 得 到 人 们 的 重视 ， 越 来 越 多 的 企业 开始 重视 工业 污 、 刻 水 的 排放 及 处 理 
问题 。 现 已 知 菜 纸张 制造 厂 生产 一 般 纸张 的 利润 为 300 元 /t， 每 吨 纸 产生 工业 废水 的 处 理 
费用 为 30 元; 生产 菜 特种 纸张 的 利润 为 500 元 /t， 每 吨 特 种 纸 产生 工业 废水 的 处 理 费 用 
为 40 元。 

该 纸张 制造 厂 近期 目标 如 下 : 

目标 1: 纸张 利润 不 少 于 15 万 元 ; 

目标 2: 工业 废水 的 处 理 费 用 不 超过 1 万 元 。 

(1) 设 目标 1 的 优先 权 为 P|， 目标 2 的 优先 权 为 P,，P>P,， 建 立 目 标 规划 模型 并 用 
图 解法 求解 。 

(2) 若 目标 2 的 优先 权 为 P|， 目标 1 的 优先 权 为 P,， 建 立 目 标 规划 模型 并 求解 ， 所 得 
的 解 是 否 与 (1) 中 的 解 相同 ? 

(3) 若 目标 2 的 罚 数 权重 为 5， 目 标 1 的 罚 数 权重 为 2， 建立 加 权 目 标 规划 模型 并 求 
解 。 


案例 13 工程 建设 与 财政 平衡 问题 


菜市 政府 为 改善 其 基础 设施 ， 在 近 3 年 内 要 着 手 5 项 工程 的 建设 ,工程 建设 项 目的 名 
称 及 造价 按 重要 性 排序 如 表 5-16 所 示 。 
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表 5-16 
项 目 项 目 名 称 造价 ( 万 元 ) 
1 公路 1 b 
2 大 桥 | b, 
3 公路 2 b, 
4 水 厂 ba 
5 供水 管道 | bs 


该 市 政府 的 财政 收入 主要 来 自 国 家 财政 拨款 、 地 方 税收 和 公共 事业 收费 。3 年 内 该 三 
项 总 收入 分 别 估计 为 e,，e, 和 e;。 除 此 之 外 就 靠 向 银行 贷款 和 发 行 债券 ，3 年 中 可 贷款 的 
上 限 为 Ul,，Ul, 和 U3， 年 利率 为 g; 可 发 行 债券 的 上 限 为 U,,，U;, 和 U3， 年 利率 为 /。 银 
行 还 贷款 期 限 为 1 年 (假定 贷款 在 年 初 付出 ) ， 债 券 则 由 下 年 起 每 年 按 一 定 比 例 (r) 归还 部 
分 债主 的 本 金 。 市 政府 如 要 考虑 下 面 6 个 目标 ; 

(1) 要 保证 每 年 财政 平衡 ; 

(2) 尽 量 获得 银行 贷款 和 发 行 债券 ; 

(3) 项 目 1，2 必须 优先 完成 ( 按 重点 顺序 加 权 ); 

(4) 按 重点 顺序 加 权 ， 尺 可 能 地 完成 后 三 项 工程 的 建设 ; 

(5) 争 取 每 个 项 目 在 3 年 内 都 完工 ; 

(6) 各 年 最 终 财政 平衡 变量 为 最 小 。 

问 : 在 考虑 上 面 6 个 目标 的 前 提 下 ， 市 政府 应 如 何 作 出 3 年 的 投资 决策 。 
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图 论 中 的 图 是 由 若干 给 定 的 顶点 及 连接 两 顶点 的 边 所 构成 的 图 形 ， 这 种 图 形 通 常用 来 
描述 某 些 事物 之 间 的 某 种 特定 关系 ， 用 顶点 代表 事物 ， 用 连接 两 顶点 的 边 表示 相应 两 个 事 
物 间 具有 这 种 关系 。 图 论 是 研究 项 点 和 边 组 成 的 图 形 的 数学 理论 和 方法 。 

欧 拉 于 1736 年 发 表 了 图 论 方面 的 第 一 篇 论文 ， 解 决 了 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 。 哥 
尼斯 堡 有 一 条 河 ， 该 河中 有 两 个 岛 ， 河上 共有 七 座 桥 联 系 着 被 河 隔 开 的 四 块 陆地 ， 如 图 
6-1(a) 所 示 。 


4 
4 
-一 es C D 
CE 
区 
B 
(a) (b) 


当时 那 座 城 里 的 居民 热衷 于 的 一 个 问题 是 : 一 个 散步 者 能 否 走 过 七 座 桥 一 次 且 仅 一 
次 ， 最 后 回 到 出 发 点 。 

欧 拉 将 此 问题 转化 为 如 图 6-1(b) 所 示 的 图 形 能 否 一 笔画 成 的 问题 。 欧 拉 证 明了 这 是 
不 可 能 的 ， 原 因 在 于 图 6-1(b) 中 的 每 个 点 都 只 有 奇数 条 线 与 之 相关 联 ， 因 此 不 可 能 不 重 
复 地 一 笔画 成 这 个 图 。 这 是 古典 图 论 中 的 一 个 著名 问题 。 

图 论 是 运筹 学 中 应 用 十 分 广泛 的 一 个 分 支 ， 它 的 理论 和 方法 已 广泛 地 应 用 在 管理 科 
学 、 系 统 科 学 、 物 理 、 化 学 、 信 息 论 、 控 制 论 等 自然 与 社会 科学 的 各 个 领域 。 实 际 生 活 
中 ， 有 很 多 问题 可 以 借助 图 论 的 知识 来 解决 。 例 如 ， 在 生产 组 织 活 动 中 ， 为 完成 生产 任 
务 ， 各 道 工 序 之 间 怎 样 衔接 ， 才 能 既 快 又 好 地 完成 生产 任务 。 邮 递 员 送 信 ,， 应 该 按照 怎样 
的 路 线 走 ， 既 可 使 他 完成 任务 并 且 走 最 短 的 路 程 能 回 到 邮局 。 再 例如 , 交通 网 络 的 合理 分 
布 ， 通 信 网 络 的 合理 架设 ， 等 等 。 


【关键 词汇 】 
图 论 ( Graph Theory ) 边 ( Edge) 弧 ( Arc) 
无 向 图 ( Undirected Graph) 有 向 图 (Directed Graph ) 树 (Tree) 


最 小 支撑 树 (The Minimal Spanning Tree Problem) 
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最 短路 问题 (The Shortest Route Problem) PP 标号 (Permanent label) 
T 标 号 (Temporary label) 网 络 ( Network ) 

最 大 流 问题 (The Maximal Flow Problem) 

中 国 邮 递 员 问题 (Chinese Postman Problem) 


6.1 图 的 基本 概念 


6.1.1 图 的 基本 概念 


若 用 点 表示 研究 的 对 象 ， 用 点 与 点 之 间 的 连 线 表示 这 些 对 象 之 间 的 联系 ， 则 当 连 线 无 方 
向 时 ， 称 之 为 边 ， 有 方向 时 ， 称 之 为 弧 。 无 向 图 G 可 以 定义 为 点 和 边 的 集合 ， 记 作 : C = 
(『, 巨 ) ， 其 中 Y= | ，…，2 | 为 点 集 , 无 = |e, ，…，e, | 为 边 集 。 有 向 图 DD 可 以 定义 为 点 和 
弧 的 集合 ， 记 作 : D=(V，4)， 其 中 V= lw ，…，2 为 点 集 ，4= le ，…，e, | 为 弧 集 。 

【 例 1】 图 6-2 是 某 年 北京 、 武 汉 等 十 个 城市 间 的 铁路 交通 图 ， 反 映 了 这 十 座 城市 间 
的 铁路 分 布 情 况 。 这 里 用 点 代表 城市 ， 用 点 和 点 之 间 的 连 线 代表 这 两 个 城市 之 间 的 铁路 
线 。 

【 例 2】 现 有 甲 、 乙 、 两 、 丁 、 友 五 个 球 队 ， 它 们 之 间 比 赛 的 情况 为 : 

甲 队 和 其 他 各 队 都 比赛 过 一 次 ， 乙 队 和 甲 、 两 队 比 赛 过 ,两 队 和 甲 、 乙 、 丁 队 比 赛 
过 ， 丁 队 和 甲 、 丙 、 戊 队 比 赛 过 ， 戊 队 和 甲 、 丁 队 比 赛 过 。 

下 面 用 图 把 它们 之 间 的 比赛 情况 表示 出 来 ， 为 此 用 点 ,mm ，mm， 办，vw 分 别 代表 甲 、 
乙 、 两 、 丁 、 戊 这 五 个 队 ， 用 两 个 点 之 间 连 一 条 线 来 表示 两 个 队 之 间 比 赛 过 ， 五 个 球 队 之 
间 的 比赛 情况 如 图 6-3 所 示 。 


北京 天 津 


青岛 
连云港 "1 », 
一 上 海 
图 6-2 图 6-3 


注 : 图 论 中 的 图 与 几何 图 、 工 程 图 是 不 一 样 的 。 这 里 只 关心 图 中 有 多 少 个 点 以 及 哪些 
点 之 间 有 连 线 。 

车 ei=(v,，v) eE， 也 就 是 在 v 与 之 间 存 在 一 条 边 ， 则 称 w 与 w 相 邻 ， 而 凡 与 w 
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分 别称 为 边 e 的 两 个 端点 ， 又 称 边 6; 与 顶点 vw、vw 关联 。 若 某 个 顶点 v 同时 与 边 ee 、e 关 
联 ， 则 称 边 。 与 。 相 邻 。 

如 果 边 e 的 两 个 端点 相同 ， 称 该 边 为 环 。 如 图 6-4 中 边 e, 为 环 。 如 果 两 个 点 之 间 多 于 
一 条 ， 称 为 多 重 边 ， 如 图 6-4 中 的 边 e, 和 es ， 对 无 环 、 无 多 重 边 的 图 称 为 简单 图 。 

与 某 一 个 点 相关 联 的 边 的 数目 称 为 点 的 次 (也 叫做 度 ) ， 记 
作 d(v)。 如 图 6-4 中 d(v)=4,，d(v)=5, d(vs) =1。 次 为 奇数 
的 点 称 为 奇 点 ， 次 为 偶数 的 点 称 作 偶 点 ， 次 为 1 的 点 称 为 悬挂 
点 ， 次 为 0 的 点 称 作 孤立 点 。 图 中 所 有 点 的 次 之 和 称 为 图 的 次 。 

有 向 图 中 ， 以 wv 为 始点 的 弧 的 数目 称 为 点 v 的 出 次 ， 用 d*(v) 、 
表示 ; 以 wv 为 终点 的 弧 的 数目 称 为 点 v 的 入 次 ,用 d-(v) 表 示 ; v 
点 的 出 次 和 入 次 之 和 就 是 该 点 的 次 。 

注 : 有 向 图 中 ， 所 有 顶点 的 入 次 之 和 等 于 所 有 顶点 的 出 次 之 
和 。 
图 中 某 些 点 和 边 的 交替 序列 凡 = v6, el, vi …， ep,， Ve)， 
若 其 中 各 边 互 不 相同 ， 且 对 任意 边 ej=(v,，v)， 则 称 序列 1 为 
链 。 

起 点 与 终点 重合 的 链 称 为 图。 如 果 每 一 对 顶点 之 间 至 少 存在 一 条 链 ， 称 这 样 的 图 为 连 
通 图 ， 和 否则 称 为 不 连通 图 。 

给 定 两 个 图 G,=|V,， El},，G,=|,，E,|, 若 VCV, 且 E,CE,， 则 称 G, 是 G6, 的 子 
图 ; 车 VV=V,， El, CSE,， 则 称 6, 是 6, 的 部 分 图 。 

设 图 G=1V，E| ， 对 6 的 每 一 条 边 (w ，vw ) 相应 赋予 数量 指标 w;，w 称 为 边 (v;，w) 
的 权 ， 赋 予 权 的 图 6 称 为 网 络 ( 或 赋 权 图 ) 。 权 可 以 代表 距离 、 费 用 、 通 过 能 力 (容量 ) 等 
等 。 端 点 无 序 的 赋 权 图 称 为 无 向 网 络 ， 端 点 有 序 的 赋 权 图 称 为 有 向 网 络 ， 如 图 6-5 所 示 。 


6.1.2 图 的 模型 应 用 举例 


【 例 3】 有 甲乙 , 两, 丁 , 成 , 已 6 名 运动 员 报 名 参加 4， 有 B，C, 万 , 巨 , 下 6 个 项 
目的 比赛 。 表 6-1 中 打 VW 的 是 各 运动 员 报 告 参加 的 比赛 项 目 。 问 6 个 项 目的 比赛 顺序 应 如 
何 安排 ， 才 能 做 到 每 名 运动 员 都 不 连续 地 参加 两 项 比赛 。 
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表 6-1 
项 目 

Se A B C D E F 
运动 员 

甲 VY WY 

乙 V V V 

丙 V V 

V V 

-一 一 一 直 
成 V | V a 
己 V V V 


解 : 用 图 来 建 模 。 把 比赛 项 目 作 为 研究 对 象 ， 用 点 表示 。 如 果 2 个 项 目 有 同一 名 运动 员 
参加 ， 在 代表 这 两 个 项 目的 点 之 间 连 一 条 线 ， 可 得 图 6-6。 在 图 中 找到 一 个 点 序列 ， 使 得 依 
次 排列 的 两 点 不 相 邻 ， 即 能 满足 要 求 。 如 4, C, B, F, E, D; @D, E, F, B,C, A。 


6.1.3 图 的 基本 性 质 
定理 1 任何 图 中 ， 顶 点 次 数 之 和 等 于 所 有 边 数 的 2 倍 。 


证 明 : 由 于 每 条 边 必 与 两 个 顶点 关联 ， 在 计算 点 的 次 数 时 ， 每 条 边 均 被 计算 了 两 次 ， 
所 以 顶点 次 数 的 总 和 等 于 边 数 的 2 倍 。 


定理 2 任何 图 中 ， 次 为 奇数 的 顶点 必 为 偶数 个 。 
证 明 : 设 V 和 二 分 别 为 图 G 中 奇 点 与 偶 点 的 集合 ，m 为 图 6 的 边 数 ， 则 由 定理 1 及 
图 的 次 的 定义 可 得 


因为 2m 为 偶数 ， 偶 点 的 次 之 和 于 d(s) 也 为 偶数 ， 所 以 科 ds) 必 为 介 数 ， 即 奇数 
点 的 个 数 必 为 偶数 。 wi 7 
6.1.4 图 的 矩阵 描述 
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6.1 图 的 基本 概念 


心 的 问题 的 不 同 主要 有 : 邻接 矩阵 、 关 联 窍 阵 、 权 和 矩阵。 
1. 邻接 和 王 阵 
对 于 图 C=17， 巨 | ，1 V1 =n, 1 El =m， 构造 axn 阶 方 阵 4=(a;),,,， 其 中 
Ts 当 且 仅 当 ww 与 w 相 邻 时 
“0, 其 他 
则 称 4 为 图 G 的 邻接 矩阵 。 
2. 关联 矩阵 
对 于 图 G=1V,，E|，1 VI =n,， 1 1 =m， 构造 nxm 阶 和 矩阵 W=(mi)w， 其 中 
2， 当 且 仅 当 vw 是 边 e 的 两 个 端点 
mij=41， 当 上 且 仅 当 ~ 是 边 e 的 一 个 端点 
0, 其 他 
则 称 W 为 图 6 的 关联 矩 阵 。 
3. 权 矩 阵 
对 于 赋 权 图 G= |V，E1 , 其 中 边 (v,， wv) 有 权 w;, 构造 矩阵 =(b;),,,， 其 中 
w; (v., ») EeE 
-| (vi, v;) ¢E 
则 称 B 为 图 6 的 权 和 矩阵 。 
【 例 4】 根据 图 6-7 可 以 构造 邻接 矩阵 4 和 权 和 矩阵 B。 


VI Vy V3 V4 Vs Ve VI 2 V3 Va Vs Ve 
ufo 1 0 1 11 M0 4 06 43 
wl 0 1 10 0 Wl4 0 270 0 
wl0o 10 10 1 ps0 2 0 5 0 3 
ll 1 1 0 1 we 7 ss020 
vll 00 101 v4 00 203 
vll1 0 10 10 pl :0 3 6 

6 6 
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6.2 树 


树 是 图 论 中 结构 最 简单 但 又 十 分 重要 的 图 ， 在 自然 和 社会 领域 应 用 极为 广泛 。 
6.2.1 树 及 其 性 质 


定义 一 个 无 圈 的 连通 图 称 为 树 。 
【 例 5】 乒乓 球 单打 比赛 抽签 后 ， 如 用 图 来 表示 相遇 情况 ， 显 然 是 树 ， 如 图 6-8 所 
示 。 


4 BC DE FG H 
图 6-8 


【 例 6】 某 工 厂 的 组 织 机 构 如 图 6-9(a) 所 示 ， 如 果 用 图 表示 ,该 工厂 的 组 织 机 构图 
就 是 一 个 树 ， 如 图 6-9(b) 所 示 。 


厂 长 
行政 办 公 室 生产 办 公 室 
,| 技 供 财 行 二 三 四 
车 车 
和 个 科 镍 攻 和 疝 间 间 向 
入 让 六 
设 工 Sr 
计 艺 王 工 
科 科 段 段 
(a) (b) 
图 6-9 


性 质 1 任何 树 中 至 少 存在 两 个 次 为 1 的 点 。 

性 质 2 了 个 顶点 的 树 必 有 nm-1 条 边 。 

性 质 3 树 中 任意 两 个 项 点 之 间 ， 有 和 且 仅 有 一 条 链 。 

性 质 4 树 连通 , 但 任意 去 掉 一 条 边 ， 必 变 为 不 连通 的 。 

性 质 5 ” 树 无 圈 ， 但 不 相 邻 的 两 个 点 之 间 加 一 条 边 ， 恰 可 得 到 一 个 且 仅 有 一 个 圈 。 
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6.2.2 图 的 最 小 部 分 树 ( 支撑 树 ) 


1. 无 向 图 的 最 小 支撑 树 

如 果 C, 是 6, 的 部 分 图 ， 又 是 树 图 ， 则 称 6, 是 C, 的 部 分 树 (或 支撑 树 )。 树 图 的 各 条 
边 称 为 树枝 ， 一 般 图 C, 含有 多 个 部 分 树 ， 其 中 树枝 总 长 最 小 的 部 分 树 ， 称 为 该 图 的 最 小 
部 分 树 ( 或 最 小 支撑 树 ) 。 

例如 图 6-10(b) 为 图 6-10(a) 的 支撑 树 。 


图 6-10 
图 6-11(b) 为 图 6-11(a) 的 支撑 树 。 
vy vs we Vs 
v] ve Vi “6 
V5 Va Ww 你 
(a) (b) 
图 6-11 


定理 1 设 图 G=|V, | 是 一 个 树 ,p(G) 宇 2， 则 6 中 至 少 有 两 个 悬挂 点 。 

定理 2 图 G=|V, El 是 一 个 树 的 充分 必要 条 件 是 G 不 含 圈 ， 且 恰 有 p-1 条 边 。 

定理 3 图 G=|V, El 是 一 个 树 的 充分 必要 条 件 是 C 是 连通 图 , 且 q(C)=p(C) - 1。 

定理 4 图 G 是 树 的 充分 必要 条 件 是 任意 两 个 项 点 之 间 恰 有 一 条 链 。 

注 : 上 面 四 个 定理 的 证 明 在 此 不 赣 述 ， 可 参阅 文献 [ 2] 或 [6] 。 

定理 5 图 G 有 支撑 树 的 充分 必要 条 件 是 图 C 是 连通 的 。 

证 明 : 显然 必要 性 是 成 立 的 。 

充分 性 : 设 图 G 是 连通 图 ， 如 果 G 中 不 含有 圈 ， 则 G 就 是 树 ， 从 而 6G 是 它 自己 的 支 
撑 树 。 现 设 G 中 含有 圈 ， 则 任 取 一 个 圈 ， 从 该 圈 中 任意 地 去 掉 一 条 边 ， 就 可 得 到 图 G 的 
一 个 支撑 子 图 G,。 如 果 G, 中 不 含有 圈 ， 那 么 6, 就 是 6 的 一 个 支撑 树 ( 显然 C, 仍 是 连通 
的 ); 如果 C, 仍 含有 圈 ， 那 么 再 从 C, 中 任 取 一 个 圈 ， 从 图 中 再 任意 去 掉 一 条 边 ， 又 得 到 
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图 G 的 一 个 支撑 子 图 6,， 照 此 重复 下 去 , 一定 可 以 得 到 图 C 的 一 个 支撑 子 图 6G,， 且 它 不 
再 含有 圈 ， 于 是 C, 就 是 G 的 一 个 支撑 树 。 

定理 5 中 证 明 充 分 性 的 过 程 ， 实 质 上 提供 了 一 种 寻找 连通 图 支撑 树 的 方法 。 即 任 取 一 
个 圈 ， 从 圈 中 去 掉 一 条 边 ， 对 余下 的 图 重复 这 个 步 又， 直到 不 含 圈 时 为 止 ， 就 得 到 一 个 支 
撑 树 ， 称 这 种 方法 为 “ 破 圈 法 ”。 

【 例 7】 在 图 6-12 中 ， 用 破 圈 法 求 出 该 图 的 一 个 支撑 树 。 

解 : 取 一 个 圈 (w , 思 ， 几 ，wW ) ， 从 这 个 问 中 去 掉 边 e;=(v,，vw); 在 余下 的 图 中 ， 再 
取 一 个 圈 (v,，v,，v， v3，v1)， 去 掉 边 ej =(v,，vw); 在 余下 的 图 中 ， 取 圈 (w ，w ，v， 
v3 ) 并 从 中 去 掉 边 eo。 = (vs，v，); 再 取 圈 (vw ，wv，vs， ww， 如， v1) 并 从 中 去 掉 边 es = (vw,， 
zs) 。 这 时 ， 剩 余 的 图 中 已 不 含 圈 ， 于 是 得 到 一 个 支撑 树 ， 如 图 6-12 中 粗 黑 线 所 示 。 

也 可 以 用 另 一 种 方法 来 寻找 连通 图 的 支撑 树 。 在 图 中 任 取 一 条 边 e, ， 再 找 一 条 不 与 e， 
构成 圈 的 边 e,， 接 着 找 一 条 不 与 |e, ，e, | 构成 圈 的 边 e;。 一 般 的 ， 设 已 有 不 构成 圈 的 边 集 
lel，e,，…，e,| ， 找 一 条 不 与 |e,,，e,，…, ei| 中 的 任何 一 些 边 构 成 圈 的 边 ej,, 。 重 复 这 
个 过 程 ， 直 到 任 选 一 条 边 都 会 构成 圈 为 止 。 则 由 所 有 取出 的 边 构 成 的 图 就 是 一 个 支撑 树 ， 
称 这 种 方法 为 “ 避 圈 法 ”。 

【 例 8】 在 图 6-13 中 ， 用 避 圈 法 求 出 一 个 支撑 树 。 

解 : 首先 任 取 边 e ， 因 e, 不 与 。 构成 圈 ， 所 以 可 取 。， 因 为 es 不 与 1e,, e, | 构成 圈 ， 
故 可 取 e;( 因 ,与 |e, e,| 构 成 团 (vw，v,, wv， vi)， 所 以 不 能 取 e;); 因 es 不 与 1e ，e,， 
es| 构成 圈 ， 故 可 取 e。; 因 es 不 与 je ，e,，e;，e6| 构 成 圈 ， 故 可 取 es( 注 意 ,， 因 ej 与 | 6， 
e,，es，ee| 中 的 eg ，es 构成 圈 (vw,，v;， vw ， vy)， 故 不 能 取 ej)。 这 时 由 | eI, e@,, es, @ 
es| 所 构成 的 图 就 是 一 个 支撑 树 ， 如 图 6-13 中 粗 线 所 示 。 
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图 6-12 图 6-13 


2. 有 向 图 的 最 小 支撑 树 

(1) 避 圈 法 。 

首先 选 具有 最 小 权 的 边 ， 然 后 在 剩 下 的 边 中 再 选 和 已 选 边 不 构成 圈 的 且 有 最 小 权 的 
边 ， 以 后 每 一 步 中 ， 总 是 从 不 与 已 选 边 构 成 圈 的 那些 剩 下 的 边 中 ,， 选 一 条 权 最 小 的 (每 一 
步 中 ， 如 果 有 两 条 或 两 条 以 上 的 边 都 是 权 最 小 的 边 ， 则 从 中 任 选 一 条 ) 。 

(2) 破 圈 法 。 
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任 取 一 个 圈 ， 从 圈 中 去 掉 一 条 权 最 大 的 边 ( 如果 有 两 条 或 两 条 以 上 的 边 都 是 权 最 大 的 
边 ， 则 任意 去 掉 其 中 一 条 ) 。 在 余下 的 图 中 ,重复 这 个 步 又， 直至 得 到 一 个 不 含 圈 的 图 为 
止 ， 这 时 的 图 便 是 最 小 树 。 

例如 图 6-14(b ) 为 图 6-14(a) 的 最 小 支撑 树 。 


v, s v. 
0 4 
Vv Ve bi 
5 4 
V Vy 
(a) 


图 6-14 


6.2.3 图 的 最 小 支撑 树 的 应 用 举例 


【 例 9】 某 学 院 下 设 6 个 办 公 室 ， 现 要 实现 计算 机 联网 ， 这 个 网 络 的 连通 途径 如 图 
6-15 所 示 ， 图 中 用 点 v, ，v,，…，wv。 表示 6 个 办 公 室 ， 用 边 表示 连通 途径 ， 边 上 的 数字 表 
示 该 连通 途径 的 长 度 ， 单 位 为 百 米 。 请 问 怎样 设计 网 络 ， 既 可 连通 6 个 办 公 室 ， 又 可 使 总 
线路 的 长 度 最 短 ? 

解 : 该 问题 实质 是 求 图 6-15 的 最 小 支撑 树 ， 用 避 圈 法 可 求 得 如 图 6-16 所 示 的 最 短路 
径 ， 总 线路 的 长 度 为 最 短 ， 为 12 百 米 。 


图 6-15 


6.3 最 短路 问题 
6.3.1 引 例 


【 例 10】 已 知 如 图 6-17 所 示 的 单行 线 交 通 网 ， 每 条 弧 旁 的 数字 表示 通过 这 条 单行 线 
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所 需要 的 费用 。 现 在 某 人 要 从 vw 经 这 个 交通 网 到 v。， 求 总 费用 最 小 的 路 线 。 

分 析 : 从 vw 到 vw 的 路 线 有 很 多 。 例 如 可 以 
从 vw 出 发 ,依次 经 过 vw,，v;， 然 后 到 v。; 也 可 
以 从 乙 出 发 ， 依 次 经 过 四, 办，w， 即 ， 然 后 到 
2 
不 同 的 路 线 所 需 总 费用 是 不 同 的 。 用 图 的 

语言 来 描述 ， 从 w 到 w 的 一 条 路 线 就 是 图 中 从 
1 到 vw 的 一 条 路 ， 而 一 条 路 线 的 总 费用 就 是 相 
应 地 从 vv 到 vw 的 路 中 所 有 弧 旁 数字 之 和 。 

一 般 意 义 的 最 短路 问题 可 以 描述 为 : 给 定 
一 个 赋 权 有 向 图 ， 即 对 有 向 图 D=(V，4) 的 每 条 弧 a=(v;，v)， 都 相应 地 赋予 权 数 d(v， 
v); 又 给 定 D 中 的 两 个 顶点 v, 和 w,。 设 P 是 D 中 从 vw 到 vw, 的 一 条 路 ,定义 路 P 的 权 是 P 
中 所 有 弧 的 权 之 和 ， 记 为 w(P)。 最 短路 问题 就 是 要 在 所 有 从 vw 到 vw 的 路 中 ， 找 一 条 权 最 
小 的 路 ， 即 找 一 条 从 wv 到 vw 的 路 P。， 使 得 w(Po)= minw(P)， 式 中 对 DD 中 所 有 从 vw 到 w 
的 路 PP 取 最 小 权 , 称 P, 是 从 v, 到 vw 的 最 短路 。 路 P, 的 权 称 为 从 vw, 到 w, 的 距离 ， 记 为 d 
(vs，v7r)。 显 然 ， 一 般 情况 下 d(vs，wvy) 与 4(vi， vw) 不 相等 。 

最 短路 问题 是 一 类 具有 广泛 应 用 背景 的 优化 问题 ， 它 不 仅 可 以 直接 应 用 于 解决 实际 生 
活 和 管理 中 的 许多 问题 ， 如 线路 安排 、 管 道 铺设 、 设 备 更 新 、 厂 区 布局 等 ， 而 且 还 可 作为 
一 个 解决 其 他 优化 问题 的 基本 工具 。 


6.3.2 最 短路 算法 


下 面 只 介绍 权 值 非 负 的 赋 权 有 向 图 和 无 向 图 中 寻求 从 给 定 的 点 v, 到 任 一 个 点 vw 的 最 
短路 的 算法 ,在 这 些 算法 中 ， 目 前 公认 的 最 好 方法 是 Dijkstra 于 1959 年 提出 的 一 种 标号 算 
法 ， 因 此 称 为 Dijkstra 算法 。 

1. Dijkstra 标号 算法 的 基本 原理 

若 序 列 |v ,wi ，…， v1， 2 是 从 到 的 最 短路 ， 则 序列 jw ，w ，…，2w | 必 为 
从 vw 到 vw ,的 最 短路 。 

假定 jw ，v,， v3， wl 是 v 到 的 最 短路 ， 如 图 6-18 所 示 ， 则 |v,，w,， | 必定 是 wv 
到 vw 的 最 短路 ， 否 则 ,假设 jv,，ws, v1 是 ov 到 vw 的 最 短路 ， 则 1v,，vw;， wv, 由 是 ww 到 
v4 的 最 短路 ， 这 与 “jw , v,, vw v1 是 ov 到 ww 的 最 短路 "了 矛盾 ! 


图 6-17 


图 6-18 
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2. Dijkstra 标号 算法 的 基本 思想 

从 起 始点 w 出 发 ， 逐 步 向 外 探索 最 短路 。 在 探索 过 程 中 ， 给 每 个 顶点 对 应 标注 一 个 
数 ( 称 为 这 个 点 的 标号 ) ， 它 或 者 表示 从 w 到 该 点 的 最 短路 的 长 度 ， 称 为 尸 标号 (Perma- 
nent Label) 或 固定 标号 ;或 者 是 从 v, 到 该 点 的 最 短路 的 长 度 的 一 个 上 界 ， 称 为 了 标号 
(Temporary Label) 或 临时 标号 。 算 法 的 每 一 步 是 去 修改 各 点 的 了 标号 ， 并 将 某 个 具有 了 标 


号 的 点 变 为 具有 PP 标号 的 点 ， 从 而 使 网 络 中 含 P 标 号 的 顶点 增加 一 个 ， 这 样 至 多 经 过 (n- 
1 ) 步 ， 就 可 以 找到 vw 到 各 点 的 最 短路 。 

3. 算法 步骤 

在 下 面 的 步骤 中 ，5, 表示 当前 所 有 具有 P 标号 的 点 的 集合 ; 上 为 最 新 的 具有 PP 标号 的 
点 的 下 标 ; A(v)=i 表示 在 从 vw, 到 w 的 最 短路 上 ,vw 的 前 一 个 点 是 ,初始 时 置 A(v)=M， 


如 算法 终止 时 , 仍 有 A(v)= 必 ， 则 代表 图 中 没有 从 vw, 到 " 的 最 短路 ;“ =” 表示 修改 变量 
的 值 。 

第 一 步 : 置 1=0，S = ，P(v,)=0,，A(wvw,)=0; 对 每 一 个 vz#v,, 令 T(v)= +oo，A 
(v)=M:; 置 k=s。 

第 二 步 : 若 5,=V， 算法 终止 ， 此 时 ， 对 每 个 ve 5,;，d(v,, v)=P(v); 否则 ， 转 第 三 
步 。 

第 三 步 : 考察 每 个 使 (w，w) eA， 且 vw #5, 的 点 儿 。 

若 T(vw)>P(w)+w， 则 把 7T(w ) 修 改 为 P(w)+wor， 同 时 A(uw): =k; 否则 ， 转 第 四 
步 。 

第 四 步 : 令 7T(v)=min|T(v)1。 

若 T(w )<+oo， 则 把 vw 的 T 标 号 变 为 P 标 号 ， 令 P(w)= Ty ), Si =SiU |v| » 置 
:=j,, i: = 计 1， 转 第 一 步 ; 否则 ,算法 终止 ， 此 时 对 每 一 个 ve 5,, d(v., v)=P(v)， 
而 对 每 一 个 vg 5,，d(v,,，v)= +tco， 即 没有 从 到。 的 路 。 

【 例 11]) 用 Dijkstra 算法 求 图 6-19 中 从 Vo 到 Ds 的 最 短路 。 


图 6-19 


解 : 第 一 步 : 置 1=0，Su=ilool，P(m)=0，A(w)=0; T(v)= +%, A(v)=M, l= 

Te 
第 二 步 : 因为 5, 关 V， 所 以 对 于 eo,,，T(v,)= +%>P(vw)+tww=1, T(w): =1, A(v,): 
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=0， 同 理 , 对 于 eu ， 修 改 T(w): =4, A(v): =0。 

第 三 步 : 因为 了 (wm)= min|7(w) |， 所 以 要 修改 vw 的 标号 ( 即 v, 从 具有 了 标号 的 点 变 
为 具有 PP 标 号 的 点 ), 即 P(w,)=T(vw,), Si1=SoU io =lw， |), kk =2, i: =1。 

第 四 步 : 因为 S, 兰 V， 所 以 对 于 ey， T(v)= +oo>P(w ) Ho =3，7T(m): =3, A(v,): 
2 对 于 ey, 人 收 改 T(v): =5, A(v): =2。 

第 五 步 : 因为 7(w,)= min|7(v) | ， 所 以 要 修改 w 的 标号 ， 即 P(w)= T(w) ，S =3， 
Uizo | =， 72 ， 2 | ， k: Vs 革 儿 

这 样 继续 下 去 ,可 得 P(v)=6, A(v): =4。 然 后 由 A(v): =4; A(w): =2; 
A(v,): =0, 得 到 ww 到 ww 的 最 短路 为 jw,， v,,， v4， v1 。 

从 上 例 知 ， 只 要 某 点 已 获得 尸 标号 ， 说 明 已 找到 从 点 w 到 该 点 的 最 短路 线 及 最 短 距 
离 ， 因 此 可 以 将 每 个 点 标号 ， 以 便 找到 从 点 v, 到 任意 点 的 最 短路 线 ， 如 果 某 个 点 v 不 能 
标号 ， 说 明 w 不 可 达 w。 

注 : (1)Dijkstra 算法 只 适用 于 图 中 所 有 权 值 非 负 的 情况 ， 如 果 图 中 存在 某 边 上 权 为 负 
的 ， 算 法 失效 。 此 时 可 采用 B(Bellman) 算 法 等 。 

(2)Dijkstra 算法 只 适用 于 计算 从 某 个 指定 的 点 到 图 中 其 他 各 点 的 最 短路 ;如 要 一 次 性 
的 计算 出 图 中 任意 两 点 之 间 的 最 短路 ， 算 法 失效 。 此 时 可 采用 下 ( Floyd ) 算 法 等 。 

(3) 在 无 向 图 中 寻找 最 短路 的 仍 可 用 Dijkstra 算法 ， 此 时 只 需 将 算法 步骤 中 第 三 步 中 
的 弧 改 成 边 即 可 。 


6.3.3 最 短路 问题 的 应 用 建 模 举例 

【 例 12】( 设备 更 新 问题 ) 某 企业 要 使 用 一 台 设 备 ， 在 每 年 年 初 ， 企 业 就 要 决定 是 购 
买 新 设备 ， 还 是 继续 使 用 旧 设备 。 若 购买 新 设备 ， 就 要 支付 一 定 的 购买 费用 ; 若 继续 使 用 
旧 设 备 ， 则 需 支 付 一 定 的 维修 费用 。 已 知 该 种 设备 在 今后 五 年 内 各 年 年 初 的 价格 及 使 用 不 
同时 间 ( 年 ) 的 设备 所 需要 的 维修 费用 ， 分别 如 表 6-2 和 6-3 所 示 。 


表 6-2 设备 每 年 年 初 的 价格 表 

第 1 年 第 2 年 第 3 年 第 4 年 第 5 年 
11 11 12 嫌 13 

表 6-3 设备 维修 费 


使 用 年 数 
维修 费用 


间 : 如 何 制定 这 五 年 的 设备 更 新 计划 ， 可 使 总 的 费用 最 少 。 

分 析 : 

可 供 选择 的 设备 更 新 方案 显然 是 不 唯一 的 。 例 如 ， 每 年 都 购买 一 台新 设备 ， 则 五 年 的 
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总 费用 = 购买 费用 + 维修 费用 =11+11+12+12+13+5x5=84。 

又 如 决定 在 第 一 、 三 、 五 年 年 初 各 购买 一 台 ， 这 个 方案 的 五 年 的 总 费用 = 购买 费用 + 
维修 费用 =11+12+13+5+6+5+6+5 =63。 

如 何 制定 使 得 总 费用 最 少 的 设备 更 新 计划 呢 ? 可 以 把 这 个 问题 化 为 最 短路 问题 ， 如 图 
6-20 所 示 。 


解 : 如 用 v, 表示 "第 :年 年 初 购买 一 台新 设备 ”， 弧 (ww ，v) 表 示 第 i 年 年 初 买 进 的 设 
备 一 直 使 用 到 第 j 年 年 初 。 定 义 弧 (vw,， wv) 上 的 权 值 w, = 购买 费用 + 实际 维修 费用 ， 例 如 
ws=11+(5+6)= 22， 则 该 问题 可 转化 为 一 个 最 短路 问题 ， 如 图 6-18 所 示 。 

用 Dijkstra 算法 求 最 短路 。 可 得 w 到 w 的 距离 是 53 ,最 短路 径 有 两 条 : 

vw—ve 和 ve o 

即 有 两 个 最 优 设备 更 新 计划 ， 一 是 第 1，3 年 各 买 一 台新 设备 ; 二 是 第 1，4 年 年 初 各 
买 一 台新 设备 。 五 年 的 总 费用 均 为 53，。 

【 例 13】 (线路 铺设 问题 ) 某 地 通讯 公司 打算 在 
甲 、 乙 两 地 沿路 铺设 电线 线 ， 甲 、 乙 两 地 的 交通 图 . v 


8 
如 图 6-21 所 示 ， 图 中 点 ww ，…，w 表示 6 个 地 名 ， 
其 中 v，，w, 分 别 表 示 甲 、 乙 两 地 ， 边 表示 两 地 之 间 15 “ 
的 公路 ， 边 上 的 数字 表示 两 地 间 公 路 的 长 度 ， 单 位 


为 千 米 。 请 问 如 何 铺设 ,可 使 总 线路 的 长 度 最 短 ? 皮 
解 : 由 于 公路 的 长 度 与 行进 方向 无 关 ， 所 以 该 四 6 
问题 实质 是 个 求 无 向 图 的 最 短路 问题 。 认 
第 一 步 : 置 i=0, 56= |iwl，P(wm)=0， 图 621 
Ai )=0; T(w)=+%, A(w)=M, 1=2, 3, 4, 5, 
6。 置 k: =0。 
第 二 步 : 因为 S, 关 V， 所 以 对 于 边 (v, v5)，T(v,)= +%>P(v)+wis=15, T(v,): = 
15,，A(w,): =1， 同 理 , 对 于 边 (v, ,v3), 修改 7T(v,): =10, A(vws): =1。 
第 三 步 : 因为 T(w)= min| 7T(v)|, 所 以 要 修改 vw 的 标号 ( 即 v; 从 具有 了 标号 的 点 变 
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为 具有 尸 标号 的 点 ) 即 P(w)=T(v), Si=SoU{vws|={v, v1, kk: =3, i: =1。 

第 四 步 : 因为 5S, 兰 V， 所 以 对 于 边 (v, wv),T(vw,)= 15>P(w)+w»y=13, T(vw,): = 
13,，A(v,): =3， 对 于 边 (v，，vs)， 修改 T(v;): =16, A(v;): =3。 

第 五 步 : 因为 7(v,)= min|7(w)|， 所 以 要 修改 vw 的 标号 , 即 P(w,)= 7T(v,),，5,=5, 
Uv!|=iy, ts; ws ks a ba 

这 样 继续 下 去 ,可 得 P(w)=22，A(w): =5。 然后 由 A(v): =5, A(v): =3， 
A(wvw,): =1, 得 到 w 到 w 的 最 短路 为 1v,，v;，v;，ve] ， 最 短 距离 为 22。 

即 如 从 甲 (wv ) 开 始 铺设 电缆 线 ， 则 经 过 vw，wvs 到 乙 (w ) ， 可 使 总 线路 的 长 度 最 短 ， 为 
22 千 米 。 


6.4 网络 最 大 流 问题 


许多 系统 中 都 包含 流量 问题 。 例 如 ， 供 水 系统 中 有 水 流量 ， 公 路 系统 中 有 车 流量 , 供 
电 系统 中 有 电流 量 ， 控 制 系统 中 有 信息 流量 ， 人 金融 系统 中 有 现金 流量 等 。 

例如 ， 图 6-22 是 联结 某 产品 的 产地 mw 和 销 地 w 的 交通 网 ， 弧 (w， > ) 代 表 从 六 到 
的 运输 线 ， 弧 旁 的 数字 表示 这 条 运输 线 的 最 大 允许 通过 能 力 。 现 在 要 求 制定 一 个 从 wb 经 
过 这 个 交通 网 运 到 w 使 产品 总 量 最 多 的 运输 方案 。 

图 6-23 给 出 了 一 种 运输 方案 ， 其 中 每 条 弧 旁 带 圈 的 数字 该 运输 线 上 的 运输 数量 ， 可 
见 该 方案 从 vw 共 运输 了 8 个 单位 的 产品 到 w 。 现 在 要 考虑 在 这 个 交通 网 上 运输 量 是 否 还 
可 以 增多 ,或 者 考虑 这 个 从 v 到 w 的 运输 网 络 的 最 大 运输 量 是 多 少 ? 本 节 就 是 要 研究 这 
样 的 问题 。 


Vy 


2 5 Wa 
10 4 1 
Ve v 
A “ 
Vp, 6 vs 


图 6-22 


6.4.1 基本 概念 与 基本 定理 


1. 容量 网 络 

给 一 个 有 向 图 D=(V，4)， 在 V 中 通常 规定 一 个 发 点 (也 称 源 点 ， 记 为 ;) 和 一 个 收 点 
(也 称 汇 点 ， 记 为 间 ， 网 络 中 其 他 点 称 为 中 间 点 。 对 每 条 弧 (w ，v~ ) 都 给 出 一 个 最 大 的 允 
许 通 过 能 力 ， 称 为 该 弧 的 容量 ， 简 记 为 c;。 通 常 把 这 样 的 DD 称 为 一 个 容量 网 络 。 记 作 ; D 
=(V, 4，C) 。 
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例如 图 6-22 就 是 一 个 网 络 ， 指 定 是 发 点 ,wv 是 收 点 ， 其 他 的 点 是 中 间 点 。 弧 旁 的 
数字 为 容量 cj。 

2. 流 

流 是 指 加 在 网 络 各 条 弧 上 的 实际 流量 构成 的 函数 f={f(v,，v)}。 

加 在 弧 (w ，vw) 上 的 流量 可 简 记 为 户 。 若 方 =0， 称 为 零 流 。 

图 6-23 所 示 的 运输 方案 ， 就 可 看 做 是 这 个 运输 网 络 上 的 一 个 流 ， 每 个 弧 上 的 运输 量 
就 是 该 弧 上 的 流量 , 即 fi,=5, f=2, fi3=3, f=1 等 。 

3. 可 行 流 

满足 以 下 条 件 的 一 组 流 称 为 可 行 流 。 

(1) 容 量 限制 条 件 。 容 量 网 络 上 所 有 的 弧 满 足 : 0 三 万 和 cj。 

(2) 中 间 点 平衡 条 件 : 

Dfov, ov) - Dflv, v)=0 (i#s, 1) 
(3) 对 于 发 点 w， 记 
i 
对 于 收 点 v,， 记 
BA Bh 

式 中 : v(/) 称 为 这 个 可 行 流 的 流量 ， 即 发 点 的 净 输 出 量 (或 收 点 的 净 输 入 量 )。 

结论 : 任何 网 络 上 一 定 存在 可 行 流 。( 零 流 即 是 可 行 流 ) 

4. 网 络 最 大 流 

网 络 中 从 发 点 到 收 点 之 间 人 允许 通过 的 最 大 流量 称 为 网 络 的 最 大 流 。 


网 络 最 大 流 问 题 ， 指 求 在 满足 容量 限制 条 件 和 中 间 点 平衡 的 条 件 下 使 v(/) 的 值 达到 
最 大 的 问题 。 即 最 大 流 问 题 的 数学 模型 可 表示 为 


maxv(f) 
0</f,<e, (6-1) 
ey v(f) (i=s) 
之 方 - f=10 (iz¥s, 1t) (6-2) 
-vf) (i=1) 


可 见 最 大 流 问 题 是 一 个 特殊 的 线性 规划 问题 。 下 面 将 会 看 到 利用 图 的 特点 ， 解 决 这 个 
问题 的 方法 比 用 线性 规划 的 一 般 方 法 要 简单 、 方 便 、 直 观 得 多 。 

设 S，TCV,，SNM7T=@， 我 们 把 始点 在 S 中 ,终点 在 7 中 的 所 有 弧 构 成 的 集合 ， 记 为 
(8§, 1T), 

5. 割 集 ( 截 集 ) 

割 集 ( 截 集 ) 是 指 容量 网 络 中 的 发 点 和 收 点 分 割 开 ， 并 使 w 一 w 的 流 中 断 的 一 组 弧 的 集 


如 图 6-24 中 ，44' 将 网 络 上 的 点 分 割 成 Y,T 两 个 集合 。 并 有 s eV，t eV， 称 弧 的 集 
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合 | (v1， Ws [2 v4 )| 是 一 个 割 集 。 


A' ~ 
~ 


显然 ， 若 把 某 一 割 集中 的 所 有 弧 从 网 络 中 给 去 掉 ， 则 从 v, 到 vw 便 不 存在 路 。 所 以 ， 
直观 上 说 ， 割 集 是 从 v 到 vw 的 必 经 之 道 。 


6. 割 容 量 
组 成 割 集 的 所 有 弧 的 容量 之 和 称 为 割 容量 ， 用 c(Y， 思 表示 ， 即 
c(V, V)= > c(vVi, v;) 


(ni vj) el(V, V) 
如 图 6-24 中 ， 如 弧 上 括号 内 的 第 一 个 数字 表示 实际 通过 该 弧 的 流量 ,第 二 个 数字 表示 
该 弧 的 容量 ， 则 割 集 | (ww ，v) ，(w, ,wv ) | 的 割 容量 为 18 ， 此 时 通过 该 割 集 的 流量 为 14。 
对 一 个 有 向 图 来 说 ， 割 集 一 般 是 不 唯一 的 ， 故 一 定 存在 割 容量 最 小 的 割 集 ， 称 为 最 小 
割 集 。 


定理 1 设 /为 网 络 D 中 一 个 从 s 到 的 可 行 流 ， 流 量 为 wCP) ，(Y， 朋 为 任意 一 个 割 
集 ， 则 


vf)=f(V, VACV, V) 
推论 1 对 网 络 D 中 任意 流量 v(f) 和 制 集 (V, V)， 有 w(f) ce(V, V7)，。 
证 明 : v(f)=f(V, VOV, V) <f(V, V)<e(V, V), 


推论 2 最 大 流量 v*(]) 不 大 于 最 小 割 集 的 容量 , 即 w*(f) < min{e(V, VV)| 

7. 增 广 链 

在 网 络 D=(V，4A,，C) 中 ,车 给 定 一 个 可 行 流 f= |f;| ， 我们 把 网 络 中 使 f=c; 的 弧 称 
为 饱和 弧 ， 使 0<f;<c; 的 弧 称 为 非 饱 和 弧 。 使 f=0 的 弧 称 为 零 流 弧 ， 使 0<f;<6; 的 弧 称 
为 非 零 流 弧 。 

如 图 6-24 中 ,，(v,, v1)、(v,, wy) 和 (vw,， v,) 是 饱和 弧 ，(v;，w) 和 (ww， 轨 ) 是 零 流 
弧 ， 其 他 的 弧 为 非 饱 和 弧 ， 
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敬 凡 是 网 络 DD 中 联结 发 点 vw 和 收 点 的 一 条 链 ， 我 们 定义 链 的 方向 是 从 w 到 v,， 则 
链 上 的 弧 被 分 为 两 类 . 
一 类 是 方向 与 链 的 方向 一 致 的 弧 ， 称 为 前 向 弧 。 前 向 弧 的 全 体 记 为 1 。 
另 一 类 是 方向 与 链 的 方向 相反 的 弧 ， 称 为 后 向 弧 。 后 向 弧 的 全 体 记 为 人 。 
如 图 6-24 中 ， 在 链 jw=( v, vi, wv V4, v1) 上 
三 1 (2 ， 21 ) ， (vo 日 v3) , (Cv v4 ) » (vw, v,) | 
MA =| (vs, v2)} 
增 广 链 : 设 / 是 一 个 可 行 流 , 是 从 vw 到 ww 的 一 条 链 ， 若 人 满足 下 列 条 件 ， 称 之 为 
(关于 可 行 流 f 的 ) 增 广 链 。 
在 弧 (v, vw) el(v, vy) ep 上 ,0<f;<c;， 即 前 向 弧 都 是 非 饱和 弧 。 
在 弧 (v， v)e(v, v) EN 上 ，0< 方 三 cj， 即 后 向 弧 都 是 非 零 流 弧 。 
定理 2 在 网 络 D=(Y, 4，C) 中 ， 可 行 流 . 广 为 最 大 流 ， 当 且 仅 当 不 存在 关于 . 广 的 增 
广 链 ， 
证 明 : (必要 性 ) 假 设 D 中 存在 关于 f° 的 增 广 链 凡 ， 因 为 流 . 广 是 可 行 流 ， 故 可 令 
0=min| min( ci 一 方 ) ， minf; | 
由 增 广 链 的 定义 ， 可 知 9>0， 再 令 
y+0, (v, 0) ep 
fi = -0, (Ws 1) em 
fy, (my 性) En 
不 难 验 证 |/;“ | 是 一 个 可 行 流 ， 且 vw(f*"“)=v(/" )+0>v(f* )。 这 与 1° 是 最 大 流 的 设 定 
矛盾 
(充分 性 ) 现 在 设 定 D 中 不 存在 关于 了 " 的 增 广 链 ， 证 明 . 广 是 最 大 流 。 
用 下 面 的 方法 来 定义 记 : 令 v eV ， 
若 veVi， 且 fi <c;， 则 令 vweVi; 
若 we 稚 ， 且 方 >0, 则 令 veVi。 
记 Vr =V\ V7? ， 因 为 不 存在 关于 f° 的 增 广 链 ， 故 v,e V* ， 于 是 得 到 一 个 截 集 ( 广 ， 
Vi ) ， 显然 必 有 
» leys (vi, w) el(Vr, Vi) 
fi 至 
GA v)e(Vi, Vr) 
所 以 v(f* )=ce(V,， Vr ) ， 于 是 广 必 是 最 大 流 。 定 理 得 证 。 
由 上 述 证 明 过 程 可 见 ， 若 广 是 最 大 流 ， 则 网 络 中 必 存 在 一 个 截 集 (让 ，V? ) ,使 


vf* )=e( Vr , Vr )o 
定理 3( 最 大 流 最 小 割 集 定理 ) ”在 网 络 D=(V，4，C) 中 ,vw, 的 最 大 流量 等 于 它 
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的 最 小 割 集 的 容量 ， 即 


v(f* )=c(Vr, Vi )o 
定理 2 提供 了 一 个 寻求 网 络 中 最 大 流 的 方法 。 若 给 定 了 一 个 可 行 流 ./， 只 要 判断 刀 中 
有 无 关于 /的 增 广 链 。 如 果 有 增 广 链 ， 则 按 定 理 2 前 半 部 证 明 中 的 办 法 ， 可 改进 /而 得 到 
一 个 新 的 流量 增 大 的 可 行 流 。 如 果 没 有 增 广 链 ， 则 了 就 是 最 大 流 。 而 按照 定理 2 后 半 部 证 
明 中 定义 V7 的 办 法 ， 可 以 通过 vw 是否 属 于 Vi 来 判断 D 中 有 无 关于 了 的 增 广 链 。 


在 实际 计算 过 程 时 ， 可 以 用 给 顶点 标号 的 方法 来 定义 Vi 。 在 标号 过 程 中 ， 规 定 有 标 
号 的 顶点 表示 是 Vi 中 的 点 ， 没 有 标号 的 点 表示 不 是 Vi 中 的 点 。 一 旦 v, 获得 标号 ， 就 表 


示 找 到 了 一 条 增 广 链 ; 如 果 标 号 过 程 进 行 不 下 去 ， 且 v, 尚未 获得 标号 ， 则 说 明 不 存在 增 
广 链 ， 于 是 得 到 最 大 流 。 同 时 也 得 到 一 个 最 小 割 集 。 


6. 4.2 求 最 大 流 的 标号 算法 


这 种 算法 又 称 Ford-Fulkerson 算法 ， 是 1956 年 由 Ford 和 Fulkerson 提出 来 。 
Ford-Fulkerson 算法 的 基本 思路 : 从 一 个 可 行 流出 发 (车 网 络 中 没有 给 定 /， 则 可 以 设 / 
是 零 流 ) ， 经 过 标号 过 程 系统 地 搜寻 增 广 链 ， 然 后 经 过 调整 过 程 在 此 链 上 增 流 ， 继 续 这 个 
增 流 过 程 ， 直 至 不 存在 增 广 链 。 
1. 标号 过 程 
在 此 过 程 中 ， 网 络 中 的 所 有 点 或 者 是 标号 点 (又 分 为 已 检查 和 未 检查 两 种 ) ， 或 者 是 
未 标号 点 。 每 个 标号 点 六 的 标号 (v, 1(v) ) 包 含 两 部 分 : 第 一 个 标号 表明 它 的 标号 是 从 点 
ui 得 到 的 ， 以 便 找 出 增 广 链 ; 第 二 个 标号 1(v) 是 为 确定 增 广 链 的 调整 量 9 用 的 。 
标号 过 程 开始 ， 总 是 先 给 v 标 上 (0，+o ) ， 这 时 vw, 是 标号 而 未 检查 的 点 ， 其 余 点 都 
是 未 标号 点 。 一 般 ， 取 一 个 标号 而 未 检查 的 点 w， 对 一 切 未 标号 点 5: 
(1) 若 在 弧 (w, wv) 上 , fj<c;， 则 给 vw 标号 (vw, lL(wv))。 这 里 1(v)= min[l(v), cj- 
/,]。 这 时 点 成 为 标号 而 未 检查 的 点 。 
(2) 帮 在 弧 (vw, vw) 上 ，f;>0， 则 给 vw 标号 (-v;,， lv)), 这 里 1(v)= min[1(v;)，, f;]。 
这 时 点 vw 成 为 标号 而 未 检查 的 点 。 
于 是 v 成 为 标号 而 已 检查 过 的 点 ， 而 vw 成 为 标号 而 未 检查 的 点 。 重 复 上 述 步骤， 一 
日 vw 被 标号 ， 就 表明 得 到 一 条 从 vw 到 vw, 的 增 广 链 jw， 转 入 调整 过 程 。 
若 所 有 标号 都 是 已 检查 过 的 ， 而 标号 过 程 进行 不 下 去 时 ， 则 算法 结束 ， 这 时 的 可 行 流 
就 是 最 大 流 。 
2. 调整 过 程 
首先 按 w 及 其 他 点 的 第 一 个 标号 ， 利 用“ 反 向 追踪 ”的 办 法 ， 找 出 增 广 链 。 令 调整 
量 9=/(v,)， 即 wv 的 第 二 个 标号 。 再 令 
yt+0, (vi, 5) ep 
万“= 访 -9， (vi, 5) er 
i (vi,, 9) EH 
然后 去 掉 所 有 点 的 标号 ， 针 对 新 的 可 行 流 户 = | 方 外 ， 重 新 转 人 标号 过 程 。 
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【 例 14】 求 图 6-25 所 示 容 量 网 络 的 最 大 流 。 


[3,+Vs] [2,+V1] 
(2,4) 


[3,+V4] 


(0,5) 
[3.+V2 [3.+V2] 
图 6-25 


解 : 设 定 弧 上 括号 内 的 第 一 个 数字 表示 加 载 到 该 弧 的 流量 ,第 二 个 数字 表示 该 弧 的 容 
量 , 下 面 以 图 6-25 所 示 的 可 行 流 作为 初始 可 行 流 ， 开 始 标 号 。 

(1) 先 给 发 点 v, 标号 为 [ fo，0] 。 

(2) 检 查 v,， 与 v. 相 邻 的 所 有 未 标号 的 点 是 v,，wv,。 

由 于 vw. 一 wi 且 f=2<cs =5, 则 有 1(v)=min(+%wm，5-2)=3， 因 此 给 v 标号 [3，+w,]。 

由 于 vw 一 v,， 且 f=1<cs=4， 则 有 Lvw,)= min(+%0，4-1)=3， 因 此 vw, 标号 [3，+w,]。 

(3) 检 查 ww ， 与 ww 相 邻 的 未 标号 的 点 是 v。 

由 于 wv 一 v3 且 f;=2<css=4, 则 有 Lvw,)= min(3,，4-2)=2， 因 此 给 v， 标号 [2，+w ]。 

(4) 检 查 v;， 与 v， 相 邻 的 所 有 未 标号 的 邻 点 v，，v,。 

由 于 一 v, 且 ,=2=cs,， 所 以 不 能 给 v 标号 

类 似 地 ， 由 于 一 vs 且 f=1=ey， 所 以 也 不 能 给 全 ww 标号 。 

(5) 检 查 v,， 与 v 相 邻 的 未 标号 的 点 是 v。 

由 于 ww 一 v4 且 f=0<csy=5， 则 有 (ws)= min(3,，5-0)=3， 因 此 给 vw 标号 [3，+v,]。 

(6) 检 查办 ， 与 内 相 邻 的 未 标号 的 点 是 no 

由 于 一 wv, 且 ,=1<cs,=6， 则 有 Lv,)= min(3，6-1)=3， 因 此 给 标号 [3，+w ] 。 

所 有 点 的 标号 如 图 6-25 所 示 ， 由 于 收 点 v 已 被 标号 ， 说 明 存在 一 条 增 广 链 。 根 据 w 
的 标号 [3，+w, ] 开 始 逐 步 逆 推 知 增 广 路 : vv 一 v,<v,， 则 


HK 三 人 到 ) ， 人 3 v4) ， (Ds, v)}, KL 三 中 
故 将 增 广 链 上 每 条 弧 都 增加 流量 60=!(vw, )= 3， 得 总 流量 为 6 的 可 行 流 ， 如 图 6-26 所 
示 。 
对 图 6-26 重新 标号 
(1) 先 给 发 点 标号 为 [+o，0] 。 


(2) 检 查 v,， 与 v, 相 邻 的 所 有 未 标号 的 点 是 ，zm。 

由 于 "一 mw 且 记 =2<c,=5， 则 有 /1!(w )= min(+o，5-2)=3， 因 此 给 w 标号 [3，+o,] 。 
由 于 w 一 m 且 /。=4=cs， 因 此 不 能 给 v, 标号 。 

(3) 检 查 v，， 与 色相 邻 的 未 标号 的 点 是 wv。 

由 于 一 mm 且 .ja =2<ca=4， 则 有 !(z2)=min(3，4-2)=2， 因 此 给 ， 标号 [2，+w ] 。 
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(4) 检 查 v,， 与 v3 相 邻 的 所 有 未 标号 的 邻 点 vw，v，v,。 

由 于 六 一 且 所 =1>0， 则 有 Lvw,)= min(2，1)= 1， 因 此 给 vw, 标号 [1，-v,]。 

由 于 六 一 ww 且 /,=2=cs,， 所 以 不 能 给 v 标号 。 

类 似 地 ， 由 于 ww 一 wv 且 f=1=cy， 所 以 也 不 能 给 w 标号 。 

(5) 检 查 vw,， 与 v, 相 邻 的 未 标号 的 点 是 v。 

由 于 ww 一 v4 且 f=3<cw=5， 则 有 ws)= min(1,，5-3)=1， 因 此 给 v 标号 [1，+w]。 

(6) 检 查 v,， 与 v 相 邻 的 未 标号 的 点 是 w。 

由 于 一 v, 且 f=4<cs,=6， 则 有 Lv,)=min(1，6-4)= 1， 因 此 给 v, 标号 [1，+w ]。 

所 有 点 的 标号 如 图 6-27 所 示 ， 由 于 收 点 w 已 被 标号 ， 说 明 存 在 一 条 增 广 链 。 根 据 vw 
的 标号 [1 ，+v ] 开始 逐步 逆 推 知 增 广 路 链 : 

VV VD, 


则 p={C5, 0), (Cv, 03), (C02, 04), (V4 D1)}, p={(v, 3)}o 


[3.+Vs] [2.+V1] 


[L+V4] 


[L-V3] [1,+V2] 


图 6-27 


故 将 增 广 链 上 前 向 弧 都 增加 流量 0=!(w )=1， 后 向 弧 上 减少 流量 1， 得 总 流量 为 7 的 
可 行 流 ， 如 图 6-28 所 示 。 


对 图 6-28 重新 标号 ， 显 然 标号 过 程 终止 在 v， 收 点 vw 未 被 标号 ,说明 图 6-28 所 示 的 
可 行 流 就 是 所 求 的 最 大 流 ， 总 流量 为 7。 最 小 制 集 为 jw, v, bw, | ，|v, 5,1。 

由 上 例 可 见 ， 用 标号 法 找 增 广 链 以 寻求 最 大 流 的 同时 还 得 到 一 个 最 小 割 集 。 显 然 ， 最 
小 割 集 容量 的 大 小 影响 总 的 输送 量 的 提高 。 因 此 ， 为 提高 总 的 输送 量 ， 必 须 首 先 考 虑 改善 
最 小 割 集中 各 弧 的 输送 能 力 。 
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6.5 ”中国 邮 递 员 问题 


中 国 邮 递 员 问 题 是 1962 年 由 管 梅 谷 提出 来 ， 一 般 描 述 为 : 一 个 邮递 员 送 信 ， 要 走 完 
他 负责 投递 的 所 有 街道 ， 完 成 任务 后 回 到 邮局 ， 应 该 按照 怎样 的 路 线 走 ， 所 走 的 路 程 最 
短 。 若 把 它 抽 象 为 图 论 的 语言 ， 就 是 给 定 一 个 连通 图 ,在 每 边 e 上 赋予 一 个 非 负 的 权 
w(e;) ,要 求 一 个 圈 ( 未必 是 简单 的 ) ， 过 每 边 至 少 一 次 ， 并 使 圈 的 总 权 最 小 。 


6.5.1 一 笔画 问题 


给 定 一 个 连通 多 重 图 C， 若 存在 一 条 链 ， 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 ， 则 称 这 条 链 为 欧 拉 
链 。 若 存在 一 个 简单 圈 ， 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 ， 称 这 个 圈 为 欧 拉 圈 。 一 个 图 若 有 欧 拉 圈 ， 
则 称 为 欧 拉 图 。 

显然 ,一 个 图 车 能 一 笔画 出 ， 这 个 图 必 合 有 欧 拉链 或 是 欧 拉 图 。 

定理 ”连通 多 重 图 6 为 欧 拉 图 ， 当 且 仅 当 C 中 无 奇 点 。 

推论 ”连通 多 重 图 C 有 欧 拉 链 ， 当 且 仅 当 C 恰 有 两 个 奇 点 。 

上 述 定理 和 推论 为 我 们 提供 了 判别 一 个 图 能 否 一 笔画 成 的 简单 办 法 。 如 前 面 提 到 的 七 
桥 问 题 ， 因 为 图 中 有 4 个 奇 点 。 所 以 不 能 一 笔画 出 。 又 如 图 6-29， 它 有 两 个 奇 点 v, 和 v;， 
因此 可 以 从 点 开始 ， 用 一 笔画 到 点 v; 终止。 


1 1 6 


图 6-29 


如 已 知 图 G 是 可 以 一 笔画 的 ， 怎么 样 才 能 把 它 一 笔画 出 来 呢 ?” 下 面 简单 地 介绍 由 
Fleury 提出 的 方法 。 

市 边 : 设 e 是 连通 图 6 的 一 条 边 ， 如 果 从 G 中 去 掉 e， 图 就 不 连通 了 ， 则 称 e 是 图 G 
的 割 边 。 

例如 ， 树 中 的 每 一 个 边 都 是 割 边 。 

设 G=(V, 五 ) 是 连通 的 无 奇 点 网 ， 以 应 =(o es Va Eh Ws 5 8 40 


和 I 


表示 在 第 上 步 得 到 的 简单 链 。 并 记 6,=(e,, es, ,60), Ei=E\ E, Gi=(V, E,)( 当 
k=0 时, 令 内 =(w)， 办 是 图 6 的 任意 一 个 点 ，E,=B; G,=C)。 进 行 第 (k+1) 步 : 在 6， 
中 选 的 一 条 和 vw 关联 的 边 6 = [w ,vw ] ,使 6 不 是 6 的 制 边 (除非 w 是 G, 的 悬挂 点 ， 


这 时 选 v 在 C, 中 的 悬挂 边 为 ) 令 
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Ki 1= (vi, Cu Dn» Cas Vor ~ Vs » Vi lim? Vi )o 
重复 这 个 过 程 ， 站 到 进 不 到 所 要 求 的 边 为 止 。 宫 以 证明 ， 这 时 的 简单 链 必 定 终 止 于 v， 
并 且 就 是 我 们 要 找 的 图 G 的 欧 拉 圈 。 
如 果 G=(V, EE) 是 恰 有 两 个 奇 点 的 连通 图 。 只 需要 取 vw 是 图 G 的 一 个 奇 点 就 可 以 了 。 


最 终 得 到 的 简单 链 就 是 图 中 联结 两 个 奇 点 的 欧 拉 链 。 
6. 5.2 奇偶 点 图 上 作业 法 


中 国 邮递 员 问 题 是 一 笔画 问题 的 延伸 。 如 果 街 道 图 中 没有 奇 点 ， 即 街道 图 是 个 欧 拉 
图 ,那么 他 就 可 以 从 邮局 出 发 ， 每 条 街道 恰好 走 一 次 就 回 到 邮局 ， 这 样 他 所 走 的 路 程 也 就 
是 最 短 的 路 程 。 对 于 有 奇 点 的 街道 图 ， 就 必须 在 某 些 街道 上 重复 走 一 次 或 多 次 。 

例如 把 图 6-29 看 做 一 个 街道 图 ， 若 v 为 邮局 ， 邮 递 员 可 以 按 如 下 的 路 线 投递 信件 : 


v0 VV VV VV) , 


总 权 为 12。 
也 可 按 男 一 条 路 线 走 : 


VD VV Va Vs Ve TU Va Vs VV 3 


总 权 为 11。 

可 见 ， 按 第 一 条 路 线 走 ， 在 边 (v,，w)，(v。，v6)，(v。，vs) 上 各 重复 走 了 一 次 。 而 
ee ee et 

如 果 在 某 条 路 线 中 ， 边 (vw, vw) 上 重复 走 了 几 次 ， 可 在 图 中 点 v,， wv 之 间 增 加 几 条 边 ， 
令 每 条 边 的 权 和 原来 的 权 一 样 ， 则 称 新 增加 的 边 为 重复 边 。 于 是 这 条 路 线 就 是 相应 的 新 图 
中 的 欧 拉 圈 。 例 如 在 图 6-29 中 ， 上 面 提 到 的 两 条 投递 路 线 分 别 是 图 6-26(a) 和 (b) 中 的 欧 
拉 圈 。 


图 6-30 


显然 ， 上 述 两 条 路 线 的 总 权 差 等 于 相应 重复 边 的 总 权 差 。 因 此 ， 可 以 这 样 叙 述 中 国 邮 
递 员 问题 ,在 一 个 有 奇 点 的 连通 图 中 ， 增 加 一 些 重复 边 ， 使 新 图 不 含 奇 点 ， 并 且 重 复 边 的 
总 权 最 小 。 

由 此 要 考虑 : 第 一 个 可 行 方 案 如 何 确定 ， 怎 么 判定 该 方案 是 否 为 最 优 ? 若 不 是 最 优 
的 ， 如 何 调整 这 个 方案 ? 

1. 初始 可 行 方案 的 确定 

在 6.1 节 中 ,已 证 明 图 中 奇 点 的 个 数 必 为 偶数 ， 所 以 如 图 中 有 奇 点 ， 就 可 将 其 配 成 
对 。 又 每 一 对 奇 点 之 间 必 有 一 条 链 ， 把 这 条 链 上 的 所 有 边 作 为 重复 边 加 到 原 图 中 ， 则 新 图 
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中 必 无 奇 点 ， 即 确定 了 一 个 可 行 方案 。 
【 例 15】 图 6-31 中 的 街道 图 ， 有 四 个 奇 点 ，v,，vs， vc。，vs， 将 其 分 成 两 对 ， 例 如 


Vv ，V4 为 一 对 ，ve ，vs 为 一 对 。 在 图 6-31 中 ， 连 接 wv ,wv 的 链 有 好 几 条 ， 任 取 一 条 ， 例 如 
取 链 (v,,， v0， v8; 轧 ，V6， V5， 4)。 把 边 (v,, v0); (vi, va), (va, 7), (WW, V6), (vs 
vs ) ，(vs，v ) 作 为 重复 边 加 到 图 中 去 ， 同 样 地 取 vw，w 之 间 的 一 条 链 (v ,vi ， Vv, ，V4， 
v5，V6)， 把 边 (v8， 0)，(《v1， 刀 )，(， 妃 )，(V3，V4)，(vV4，vs)，(vs，ve) 也 作为 重复 
边 加 到 图 中 去 ， 于 是 得 图 6-32。 

在 图 6-32 中 ， 已 没有 奇 点 ， 对 应 于 这 个 可 行 方案 ， 重 复 边 总 权 为 
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2. 调整 可 行 方案 ， 使 重复 边 总 权 下 降 

从 图 6-32 可 以 看 出 ， 在 边 (w ，w ) 上 有 两 条 重复 边 ， 如 果 把 它们 都 从 图 中 去 掉 ， 图 仍 
然 无 奇 点 。 即 得 到 一 个 总 长 度 更 少 的 可 行 方 案 。 同 理 , (vw),， (vw, vs)， (vs,， ve) 上 
的 重复 边 也 可 如 此 操作 。 

一 般 情况 下 ， 车 边 (v,，w) 上 有 两 条 或 两 条 以 上 的 重复 边 时 ， 只 要 从 中 去 掉 偶 数 条 边 ， 
就 可 得 到 一 个 总 权 更 小 的 可 行 方 案 。 因 而 有 : 

(1) 在 最 优 方案 中 ， 图 的 每 一 边 上 最 多 有 一 条 重复 边 。 

依 此 ， 图 6-32 可 以 调整 为 图 6-33， 重 复 边 的 总 权 下 降 到 21。 

从 图 6-33 可 以 看 出 ， 如 果 把 某 个 圈 中 的 重复 边 去 掉 ， 而 给 圈 中 原来 没有 重复 边 的 边 
加 上 重复 边 ， 图 中 仍 没有 奇 点 。 因 此 如 果 在 某 个 圈 上 所 有 重复 边 的 总 权 大 于 这 个 圈 的 总 权 
的 一 半 ， 按 照 上 面 所 说 的 方法 作 一 次 调整 ， 就 会 得 到 一 个 总 权 更 小 的 可 行 方案 。 

(2) 在 最 优 方 案 中 ， 图 中 任意 一 个 圈 上 的 重复 边 的 总 权 不 大 于 该 圈 总 权 的 一 半 。 

如 图 6-33 中 ， 圈 (vw,，vs，vs，v。，) 的 总 权 为 24， 圈 上 重复 边 的 总 权 为 14， 显 然 大 
于 该 圈 总 权 的 一 半 。 因 此 可 把 (wv,， wv) 和 (wv,， vw) 边 上 的 重复 边 去 掉 ， 在 (v,,， wv,) 和 (w， 
vs ) 边 上 各 加 一 条 重复 边 ， 调 整 后 重复 边 的 总 权 下 降 到 17， 如 图 6-34 所 示 。 
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图 6-33 


3. 判断 最 优 方案 的 标准 

综合 上 面 的 分 析 中 可 知 ， 一 个 最 优 方 案 一 定 是 满足 (1) 和 (2) 的 可 行 方案 ， 反 之 ， 可 
以 证 明知 一 个 可 行 方 案 满足 (1) 和 (2) ， 则 这 个 可 行 方案 一 定 是 最 优 方案 。 由 此 ， 对 给 定 
的 某 个 可 行 方案 ， 只 需 检查 它 是 否 满足 (1) 、(2) 两 个 条 件 即 可 。 

如 图 6-34 中 ， 圈 (vw, vv vo, ，Vs， D1) 
的 总 权 为 24， 其 重复 边 总 权 为 13, 显然 不 满足 条 
件 (2)， 故 需 调整 ， 调 整 后 如 图 6-35 所 示 。 重 复 边 
总 权 下 降 到 15 。 

青 检查 图 6-35， 条 件 (1) 和 (2) 均 得 到 满足 。 
即 得 到 最 优 方案 ， 图 6-35 中 的 任 一 个 欧 拉 圈 就 是 
邮递 员 的 最 优 邮 递 路 线 。 

以 上 讨论 的 寻求 最 优 邮 递 路 线 的 方法 ， 通 常 称 
为 奇偶 点 图 上 作业 法 。 需 要 注意 的 是 ， 该 方法 的 困 
难 在 于 它 要 检查 图 中 所 有 的 圈 。 当 图 中 的 点 和 边 的 
数目 较 大 时 ， 圈 的 个 数 将 会 非常 多 。 为 此 ， 要 对 算 
法 进行 改进 ， 如 Edmonds 给 出 了 一 种 改进 算法 ， 由 于 其 算法 涉及 图 的 对 集 (matching ) 理 
论 ， 在 此 就 不 介绍 它 了 。 


6.6 软件 操作 实践 及 案例 建 模 分 析 


下 面 以 案例 为 基础 ， 分 别 介绍 图 的 最 小 支撑 树 、 最 短路 问题 及 最 大 流 问题 的 软件 求解 
方法 。 


6.6.1 最 小 支撑 树 的 软件 求解 


【 例 16】 求 例 9 中 图 6-15 的 最 小 支撑 (生成 ) 树 。 

解 : 用 “管理 运筹 学 "2.0 软件 求解 。 

打开 “管理 运筹 学 "2.0 主 窗口 ， 选 择 子 模块 “最 小 生成 树 ”， 点 击 “* 新 建 "按钮 ， 输 入 “ 节 
点 数 、 弧 数 ” ,点击 “确定 按钮， 输入 每 条 弧 的 始点 、 终 点 及 权 数 ， 如 图 6-36 左下 部 分 所 
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示 。 表 点击“ 解决 "按钮 ， 得 到 如 图 6-36 所 示 的 结果 界面 。 可见 与 例 9 的 求解 结果 相同 。 


铀 入 结集 销 出 
话 坟 | 广 策 入 六 涛 四 此 亲征 得 基 小 生成 项 如 下、 
wm ,| 起 后。 号 点 中 高 


| 
| 
J 
| 
| 此 何 题 的 解 为 12 
| 


图 6-36 


一 般 情况 下 ， 不 采用 Excel 、Lindo 和 Matlab 软件 求解 最 小 支撑 树 。 
6. 6.2 最 短路 问题 的 软件 求解 


【 例 17】 求 图 6-37 中 从 vw 到 vw 的 最 短路 。 

解 : 用 “管理 运筹 学 ”2.0 软件 求解 。 

打开 “管理 运筹 学 ”2.0 主 窗口 ， 选 择 子 模块 
“最 短路 问题 *"， 点 击 “ 新 建 "按钮 ， 输入 “节点 
数 、 弧 数 "， 点 击 “ 确 定 " 按 钮 ,输入 每 条 弧 的 始 
点 、 终 点 、 权 数 及 所 需 计 算 的 始点 和 终点 ， 再 点 
击 “ 解 决 " 按 钮 ， 得 到 图 6-38 所 示 的 结果 界面 ， 
最 短路 为 v 一 vw, 一 vw 一 wv; 一 v。 ， 最 短 距离 为 9。 


此 问题 的 解 为 :9 


图 6-38 
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【 例 18】 求 图 6-39 中 从 vw 到 wi 的 最 短路 。 


解 : 用 Excel 求解 

Excel 没有 提供 采用 Dijkstra 算法 求解 最 短路 问题 的 工具 ， 它 是 将 其 看 做 线性 规划 问题 
来 处 理 的 。 具 体 过 程 如 下 : 

在 Excel 中 输入 图 6-39 中 对 应 的 数据 ， 如 图 6-40 上 半 部 分 所 示 。 其 中 可 变 单 元 格 是 
$B$10, $C$10, $D$11, $D$12, $B$12, $ES$1, $ES12, $F 
$13，$ F $ 14， 目 标 单元 格 是 B1， 其 计算 公式 为 “=SUMPRODUCT(B3: F7，B10: 
F14)”。 约束 条 件 所 在 单元 格 及 其 计算 公式 分 别 为 

C10=SUM( B10: F10) G1l1=SUM(B11: F11) G12=SUM( B12: F12) 

C13=SUM( B13: F13) G14=SUM( B14: F14) 

B15=SUM( B10: B14) C15=SUM( C10: C14) D15=SUM( D10: D14) 

E15=SUM( E10: E14) B17=G1l1 C17=G12 DI17=G13 E17=G14 


图 6-40 


规划 求解 参数 设置 见 图 6-41， 在 选项 设置 中 选中 “假设 非 负 ” 和 “采用 线性 模型 "， 结 
果 如 图 6-40 所 示 。 最 短路 为 vj 一 wv 一 v; 一 v。 ， 最 短 距离 为 10。 
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设置 目标 单元 格 (E) : E 
| 守 于 ，( 最 大 值 Q) 最 不 信 Q0) 


| 可 蛮 单 元 格 (8): 


| 约束): 
| [B810 = 三 进 制 


$B$12 = 二 进 制 
,$B$15:$E$15 = $6$17:$E$17 
$0910 = —i 


,SD$11 = —i A 
1 es 


fe 
本 


文献 [12] 中 给 出 了 Matlab 中 调用 函数 minpath( ) 求 解 的 方法 ， 此 处 不 再 介绍 。 
6.6.3 最 大 流 问 题 的 软件 求解 


【 例 19】 求 图 6-42 中 从 vw 到 wo 的 最 大 流 。 

解 : 用 “管理 运筹 学 "2.0 软件 求解 。 

打开 “管理 运筹 学 "2.0 主 窗口 ， 选 择 子 模块 “最 大 流 问 题 "， 点 击 “ 新 建 ” 按 钮 ， 输 入 
“车 点 数 、 弧 数 "， 点 击 “ 确 定 "按钮 ， 输 入 每 条 弧 的 始点 、 终 点 、 权 数 及 所 需 计算 的 始点 
和 终点 ， 再 点 击 * 解 决 "按钮 ， 得 到 图 6-43 所 示 的 结果 界面 ， 最 大 流 为 20。 


1 学 Ww 
15 12 请 策 人 所 生计 基 的 由 吉利 的 帆 。 
Vv 和 孜 结 或 | 好 点 ，， | 覆 点 | 相当 
他 二 一 人 人 | ss Ek 
mm 2 4 了 区 省 于 1 
9 和 24 9 
到 i i 
3 5 8 尝 庆 上 
中 de 3 5 
pa | $8 
13 6 ) 此 阿 题 的 解 为 20 
图 6-42 图 6-43 


Excel, Lindo，Matlab 求解 最 大 流 问 题 都 是 将 其 看 做 线性 规划 问题 来 处 理 的 ， 此 处 不 再 歼 
。 文献 [12] 中 给 出 了 Matlab 中 调用 最 大 流 函 数 maxflow( ) 求 解 的 方法 ， 此 处 不 再 介绍 。 


[ea 


讨论 、 思 考题 


. 无 向 图 与 有 向 图 的 各 类 竹 阵 如 何 构造 ， 又 有 何不 同 ? 
试 描述 Dijkstra 算法 的 主要 步骤 。 

树 有 哪些 好 的 性 质 ? 

避 圈 法 和 破 圈 法 求 最 小 支撑 树 有 什么 区 别 ? 


mi 一 
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. 图 都 有 最 小 支撑 树 吗 ? 如 有 ， 是 否 唯一 ? 

. 查阅 最 短路 问题 还 有 什么 算法 ? 

一 个 网 络 的 可 行 流 要 具备 什么 条 件 ? 

寻找 网 络 的 可 行 流 有 哪些 比较 简单 的 方法 ? 

. 试 述 求解 网 络 最 大 流 的 标号 法 的 主要 步骤 。 

10. 殉 拉 链 和 欧 拉 图 如 何 寻找 ? 

11. 怎么 判断 一 个 图 是 可 一 笔画 的 ? 如 何 实现 图 的 一 笔画 ? 
12. 简 述 用 奇偶 点 图 上 作业 法 求解 中 国 邮递 员 问 题 的 主要 步骤 。 


本 章 小 结 


本 章 通过 事例 说 明了 图 论 的 起 源 ， 在 介绍 图 的 基本 概念 的 基础 上 ， 主 要 讲述 了 图 的 性 
质 及 符 阵 ， 树 的 概念 及 性 质 ， 最 小 支撑 树 的 求解 方法 及 应 用 ， 最 短路 问题 的 标号 算法 和 最 
大 流 问 题 的 标号 算法 。 借 助 欧 拉 链 和 欧 拉 图 的 特点 ， 讲 术 了 判断 一 个 图 是 可 一 笔画 的 准则 
及 实现 图 的 一 笔画 的 方法 ， 然 后 介绍 了 用 奇偶 点 图 上 作业 法 求解 中 国 邮 递 员 问 题 的 主要 思 
想 、 步 骤 及 实例 。 最 后 介绍 了 最 小 支撑 树 ， 最 短路 问题 及 最 大 流 问 题 的 软件 求解 方法 。 

本 章 学 习 要 求 如 下 : 

(1) 掌 握 图 的 基本 概念 和 性 质 。 

(2) 理 解 树 、 最 小 支撑 树 、 增 广 链 、 割 集 、 最 小 制 集 、 欧 拉链 和 欧 拉 图 的 概念 。 

(3) 掌 握 求 图 的 最 小 支撑 树 的 避 圈 法 和 破 圈 法 。 

(4) 掌握 最 短路 问题 的 Dijkstra 标号 算法 。 

(5) 掌握 最 大 流 问 题 的 标号 算法 。 

(6) 掌握 判断 一 个 图 是 可 一 笔画 的 准则 及 实现 图 的 一 笔画 的 方法 。 

(7) 掌握 用 奇偶 点 图 上 作业 法 求解 中 国 邮 递 员 问题 的 主要 思想 ， 并 能 求解 此 类 间 题 。 


习 题 


1. 用 避 圈 法 和 破 圈 法 求 图 6-44 所 示 的 一 个 最 小 支撑 树 。 


图 6-44 
2. 求 出 图 6-45 中 从 vw 到 ww， 图 6-46 中 从 vw 到 的 最 短路 。 
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(2) 


3. 求 图 6-47 和 6-48 所 示 网 络 的 最 大 流 。 
(1) (2) 


图 6-47 图 6-48 


4. 某 城 市 建设 了 一 个 从 湖 中 抽水 到 城市 的 蓄 水 池 的 管道 系统 如 图 6-49 所 示 ， 线 上 标注 的 
数字 是 单位 时 间 人 允许 通过 两 节点 的 流量 。 试 求 单位 时 间 由 湖 到 蓄 水 池 的 最 大 流量 (单位 : 吨 ) 。 


5. 求解 如 图 6-50 所 示 的 中 国 邮递 员 问题 。 
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决策 是 人 们 上 日常 生活 和 工作 中 普遍 存在 的 一 种 活动 ， 小 到 每 天 的 穿 衣 吃 饭 ， 大 到 择 
校 、 择 业 管理 等 ， 都 要 做 出 决策 。 古 往 今 来 ， 人 类 发 展 的 每 段 历 史 进 程 ， 都 烙 有 决策 的 痕 
迹 。 著 名 的 诺 贝尔 经 济 学 奖 获 得 者 、 管 理学 家 、 决 策 学 派 创始 人 赫 伯 特 : 西蒙 说 :“ 决 策 
贯穿 于 管理 的 全 过 程 ， 管 理 的 核心 就 是 决策 。 中 国 社会 科学 院 副 院 长 于 光 远 说 :“ 决 策 就 
是 作 决定 。" 棋 界 有 句 话 :“ 一 着 不 慎 ， 满 盘 缘 和 输 ; 一 着 占 先 ， 全 盘 皆 活 。 它 喻 示 一 个 道 
理 ， 无 论 做 什么 事情 ， 成 功 与 失败 取决 于 决策 的 正确 与 否 。 

决策 分 析 在 经 济 及 管理 领域 具有 非常 广泛 的 应 用 。 在 投资 分 析 、 产 品 开发 、 市 场 营 
销 ， 工 业 项 目 可 行 性 研究 等 方面 的 应 用 都 取得 过 辉煌 的 成 就 。 决 策 科 学 本 身 包括 的 内 容 
非常 广泛 : 决策 数量 化 方法 、 决 策 心理 学 、 决 策 支 持 系 统 、 决 策 自 动 化 等 。 本 章 主要 从 运 
筹 学 中 的 定量 分 析 角 度 介绍 。 

【关键 词汇 】 

决策 ( Decision Making ) 决策 分 析 ( Decision Analysis) 

定性 决策 (Qualitative Decision-making) 定量 决策 (Quantitative Decision-making ) 

悲观 主义 准则 (Pessimism Decision Criterion ) 

乐观 主义 准则 (Optimism Decision Criterion ) 

最 大 期 望 收 益 决 策 准 则 (Expected Monetary Value) 

层次 分 析 法 (Analytic Hierarchy Process ) 

乐观 系数 准则 (Optimistic Coefficient Decision Criterion ) 


7.1 决策 分 析 的 概论 


7.1.1 决策 的 发 展 历史 及 流派 


1. 决策 的 发 展 历史 

《 汉 书 》 中 :“ 夫 运筹 于 帷 幅 之 中 ， 决 胜 于 千里 之 外 ， 吾 不 如 子 房 "、《 战 国策 、、《 孙 
子 兵 法 》《 资 治 通 鉴 》、《 三 国志 》 等 一 大 批 古典 文献 都 记载 了 我 国 古代 政治 、 经 济 、 军 事 
等 方面 的 大 量 决策 实例 和 决策 思想 。 

楚 汉 相 争 时 的 张 良 、 三 国 时 的 诸葛 亮 、 元 未 明 初 的 刘伯温 等 凭借 个 人 的 才学 、 胆 识 与 
聪明 才智 在 历史 的 长 河中 谱写 了 一 曲 曲 令 后 人 传颂 的 决策 佳话 。 把 决策 问题 上 升 到 理论 高 
度 是 西方 现代 管理 理论 对 人 类 文明 的 贡献 。 

国外 最 早起 源 可 以 追溯 到 十 八 世 纪 经 济 学 家 和 数学 家 伯 努 利 ， 他 在 1738 年 就 提出 了 
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效用 和 期 望 效用 的 概念 。 

现在 决策 理论 开始 于 20 世纪 20 年 代 ， 以 Von Neumann 和 Morgenstern 的 效用 理论 为 
基础 。 

2. 决策 理论 的 两 大 流派 

(1) 规 范 性 决策 理论 : 主要 盛行 于 1950 年 代 以 前 ， 由 经 济 学 家 和 决策 分 析 者 依据 Von 
Neumann 和 Morgenstern 的 理性 理论 ， 强 调 规 范 性 模型 对 决策 者 的 指导 性 和 把 决策 者 非 理 
性 选择 归于 认识 上 的 “偏差 "。 他 们 研究 的 重点 是 把 决策 模型 规范 化 和 程序 化 ， 告 诉 人 们 
如 何 规范 地 做 出 决策 。 

(2) 描述 性 决策 理论 (包括 行为 决策 理论 ) : 由 心理 学 家 和 行为 学 家 依据 Von Neumann 
和 Morgenstern 的 效用 理论 ， 对 心理 学 和 行为 科学 进行 推广 ， 强 调 决 策 者 的 有 限 理性 和 环 
境 对 效用 的 影响 及 承认 效用 ， 但 不 认同 理性 公理 。 他 们 研究 的 重点 是 决策 过 程 和 环境 对 人 
们 决策 的 影响 。 


7.1.2 决策 的 定义 


(1)《 中 国 大 百科 全 书 . 自动 控制 与 系统 工程 》 卷 与 4 苏联 大 百科 全 书 》 对 决策 的 定义 。 

中 决策 : 为 最 优 地 达到 目标 ， 对 若干 个 备 选 的 行动 方案 进行 的 选择 。 

@) 决 策 是 自由 意志 行动 的 必要 元 素 …… 和 实现 自由 意志 行动 的 手段 。 自 由 意志 行动 要 
先 有 目的 和 行动 的 手段 ， 在 体力 动作 之 前 完成 智力 行动 ， 要 考虑 完成 或 反对 这 次 行动 的 理 
由 等 等 。 即 决策 是 智力 行动 ， 是 意志 行动 ， 因 此 决策 与 人 的 意志 和 主观 愿望 、 价 值 判 断 有 
3 

(2) 大 英 百科 全 书 与 哈佛 管理 从 书 的 定义 。 

决策 是 社会 科学 中 用 来 描述 人 类 进行 选择 的 过 程 的 术语 ; 

@) 决 策 是 指 考虑 策略 (或 方法 ) 来 解决 目前 或 未 来 问题 的 智力 活动 。 

根据 上 面 定 义 可 以 知道 : 决策 是 一 种 有 目的 的 选择 行动 ， 它 以 人 的 主观 价值 判断 为 依 
据 。 
(3) 一 般 情 况 下 决策 的 定义 。 
决策 分 狭义 和 广义 两 个 方面 。 狭 义 的 决策 是 指 对 一 些 可 供 选择 的 方案 作出 抉择 。 广 义 
的 决策 应 包含 四 个 程序 : 明确 决策 项 目的 预定 目标 、 寻 求 可 行 的 决策 方案 、 对 方案 进行 抉 
择 、 对 所 选 方案 实施 后 的 总 结 评价 。 

一 般 来 说 ， 决 策应 包含 以 下 几 个 方面 的 含义 : 

中 决策 必须 要 达到 一 定 的 目标 ， 没 有 目标 ， 就 没有 决策 ; 

@) 决 策 最 终 是 要 付 诸 实施 的 ， 不 付 诸 实施 的 决策 是 没有 意义 的 ; 

@) 决 策 是 在 一 定 条 件 下 寻找 优化 目标 和 达到 目标 的 最 优 手 段 ， 不 追求 优化 ， 决 策 是 没 
有 意义 的 ; 

公决 策 是 要 在 诸多 个 有 价值 的 方案 中 选择 ， 若 只 有 一 个 方案 ， 就 无 从 选择 ， 更 谈 不 上 
决策 。 

决策 是 多 层次 、 多 领域 和 多 方面 的 ， 决 策 贯 穿 于 生活 、 管 理 的 全 过 程 ， 一切 生 活 、 管 
理工 作 的 核心 就 是 决策 。 

243 


第 7 章 决策 分 析 


研究 决策 就 是 研究 决策 者 如 何在 不 确定 的 条 件 下 ， 在 几 个 备 选 方案 中 选择 最 优 方案 ? 
决策 者 对 待 风险 的 态度 是 乐观 或 保守 ? 决策 分 析 主 要 研究 这 几 个 问题 。 


7.1.3 决策 问题 的 要 素 


【 例 1】 某 公 司 经 过 市 场 调查 得 知 ， 基 新 产品 在 今后 3 年 中 在 市 场 上 的 销售 为 : 好、 
一 般 、 差 的 概率 分 别 为 0.4，0.5 和 0.1。 为 使 其 新 产品 投产 ， 该 公司 有 两 种 选择 方案 : 
第 一 种 是 投资 15 万 元 建 一 个 新 车 间 ， 在 这 个 方案 下 ， 市 场 好 、 一 般 、 差 三 种 情况 下 的 收 
益 分 别 为 40，20 和 -10 万 元 ; 第 二 种 方案 是 投资 5 万 元 扩建 原来 的 车 间 ， 在 这 个 方案 下 ， 
市 场 好 、 一 般 、 差 三 种 情况 下 的 收益 分 别 为 20，10 和 2 万 元 ; 则 该 公司 领导 人 应 选择 哪 
一 种 方案 收益 最 优 ? 

(1) 决 策 者 : 决策 者 是 决策 过 程 中 的 主体 ， 可 以 是 个 人 ， 也 可 以 是 组 织 团 体 或 委员 
会 。 一 般 来 说 ， 他 代表 着 某 一 方 的 利益 。 决 策 的 正确 与 否 受 决策 者 所 处 的 社会 、 政 治 、 经 
济 、 文 化 等 环境 和 个 人 心理 素质 的 影响 。 正 确 的 决策 需要 科学 的 决策 程序 ， 需 要 集体 的 智 
萤 。 例 1 中 决策 者 当然 是 公司 领导 人 。 

(2) 决 策 目标 即 决策 者 希望 达到 的 预定 目标 ， 可 以 是 单 目 标 ， 也 可 以 是 多 目标 。 例 
1 中 目标 是 收益 最 优 。 

(3) 方 案 、 行 动 或 策略 : 方案 是 为 实现 所 定 目 标 而 采取 的 一 系列 手段 或 措施 。 方 案 可 
以 是 有 限 个 ， 也 可 以 是 无 限 个 。 在 实际 生活 中 ， 选 择 方案 时 要 考虑 它 的 技术 、 经 济 等 的 可 
行 性 ， 一 般 都 是 有 限 的 。 例 1 中 方案 是 新 建 车 间 和 扩建 车 间 。 

(4) 自然 状态 自然 状态 是 指 决策 者 会 遇 到 的 不 受 决 策 者 个 人 意志 控制 的 决策 环境 ， 
例 1 中 自然 状态 是 好 、 一 般 、 差 ,决策 时 要 进行 预先 估计 。 

(5) 损 益 表 : 每 一 个 可 行 方案 在 每 一 个 自然 状态 下 可 能 产生 的 后 果 ， 称 为 损益 值 ， 一 
般 用 损益 表 表 示 ， 甚 一 般 形式 如 表 7-1 所 示 。 


表 7-! 
0 0, 0 
P(0.) P(0,) PLOD) 
3, QH Qi al 
9 a a a 
| ,A RY, 


其 中 Si(i=1，2，…,， mm) 表 示 可 供 选择 的 方案 ， 9,(i=1，2，…,n) 表 示 自 然 状 态 ; 
P(0,) (i=1，2，…， nn) 表示 各 个 自然 状态 对 应 的 概率 (对 于 不 确定 型 决策 概率 未 知 ， 表 中 
就 没有 这 部 分 ) ; oj(i= 1，2，…，mi; j=1，2，…, n) 表 示 在 自然 状态 9 下 选择 方案 $; 
的 收益 值 。 

例 1 中 损益 表 如 表 7-2 所 示 。 
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投资 新 厂 
扩建 旧 厂 


7.1.4 决策 的 分 类 


由 于 事物 发 展 变化 的 复杂 性 ， 要 分 析 、 解 决 的 问题 也 有 多 种 类 型 ， 从 不 同 的 角度 分 析 
决策 问题 ， 可 以 得 出 不 同 的 决策 分 类 。 

(1) 按 决策 内 容 的 重要 程度 和 问题 的 层次 可 将 其 分 为 战略 决策 、 策 略 (战术 ) 决 策 和 执 
行 决策 ， 或 称 为 战略 规划 、 管 理 控制 和 运行 控制 三 个 层次 。 

战略 决策 是 关于 企业 的 生存 发 展 的 有 关 全 局 性 、 长 远 性 问题 的 重大 决策 。 例 如 ， 新 产 
品 的 开发 方向 、 厂 址 的 选择 、 办 学 的 定位 等 。 

策略 决策 也 称 为 战术 决策 ， 是 为 了 保证 完成 战略 决策 所 规定 的 目标 而 进行 的 决策 。 例 
如 ， 工 艺 的 方案 、 厂 区 和 车 间 内 工艺 路 线 的 布局 等 。 

执行 决策 是 按照 策略 决策 的 要 求 对 执行 方案 的 选择 。 例 如 ， 产 品 合格 标准 的 选择 等。 

(2) 根 据 人 们 对 自然 状态 规律 的 认识 和 掌握 程度 ， 决 策 问题 通常 可 分 为 确定 型 决策 、 
风险 型 决策 以 及 不 确定 型 决策 三 种 。 

如 果 决 策 者 能 完全 确切 地 知道 将 发 生 怎样 的 自然 状态 ， 那 么 就 可 在 既定 的 自然 状态 下 
选择 最 佳 行动 方案 ， 这 就 是 确定 型 决策 问题 ， 如 资源 的 优化 配置 等 。 总 之 ， 用 数学 规划 解 
决 的 问题 都 属于 确定 型 决策 问题 。 

如 果 决 策 者 不 但 不 能 确定 未 来 将 出 现 哪 一 种 自然 状态 ， 甚 至 对 于 各 种 自然 状态 出 现 的 
概率 无 法 确定 或 一 无 所 知 ， 也 没有 任何 统计 数据 可 循 ， 只 能 凭 决策 者 的 经 验 、 主 观 意向 ， 
这 类 决策 问题 就 是 不 确定 型 决策 问题 。 

如 果 决 策 者 不 能 准确 给 定 一 个 决策 问题 在 未 来 会 出 现 哪 种 自然 状态 ， 但 却 对 其 出 现 的 
概率 可 以 推算 、 已 知 的 或 估计 出 来 ， 这 种 决策 问题 就 称 为 风险 型 决策 问题 。 

(3) 按 决策 的 问题 结构 可 将 其 分 为 常规 性 决策 和 特殊 性 决策 。 

常规 性 (程序 性 ) 决 策 是 一 种 有 章 可 循 的 、 例 行 的 、 可 重复 性 的 决策 。 这 一 类 决策 一 
般 都 不 是 新 问题 ， 都 已 经 有 经 验 ， 就 比较 容易 。 如 去 哪个 超市 买 东西 等。 

特殊 性 决策 是 对 特殊 的 、 一 般 无 章 可 循 的 新 问题 的 决策 。 如 开辟 新 市 场 、 报 考 哪 所 大 
学 、 作 战 指挥 决策 等 。 因 为 它 是 新 颖 而 无 结构 的 ， 处 理 这 类 问题 无 固定 答案 ,需要 灵活 处 
理 。 作 这 类 决策 的 组 织 或 个 人 只 有 严格 按 决 策 过 程 的 四 个 步骤 ， 才 能 作出 满意 的 决策 。 

(4) 按 决策 的 目标 数量 可 将 其 分 为 单 目标 决策 和 多 目标 决策 。 

单 目标 决策 ， 指 的 是 在 判断 某 一 决策 方案 的 优 劣 时 ， 只 需 考虑 某 个 重要 指标 就 可 以 确 
定 的 决策 。 

多 目标 决策 ， 指 的 是 在 判断 某 一 决策 方案 的 优 劣 时 ， 需 要 考虑 多 个 指标 才能 加 以 确定 
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的 决策 。 

(5) 按 决策 过 程 的 连续 性 可 分 为 单项 决策 和 序 贯 决策 。 

单项 (一 次 性 ) 决 策 是 指 整个 决策 过 程 只 作 一 次 决策 就 能 得 到 结果 。 

序 贯 (多 项 ) 决 策 是 指 整个 决策 过 程 由 一 系列 决策 组 成 。 

(6) 按 决策 的 方法 分 类 : 定性 决策 和 定量 决策 。 

定性 决策 : 赁 个 人 经 验 、 直 觉 所 作出 的 决策 (专家 经 验 、 启 发 式 方法 、 心 理学 、 社 会 
学 、 行 为 科学 ) 。 

定量 决策 ， 当 决策 对 象 的 有 关 指 示 可 以 量化 时 所 采用 的 决策 (采用 数学 方法 )。 例 如 ， 
线性 规划 、 整 数 规划 等 。 

(7) 按 决策 者 的 数量 分 类 : 单 人 决策 和 和 群 决策 。 

单 人 决策 : 指 决策 者 就 一 个 人 的 决策 。 

群 决 策 : 这 决策 者 是 两 个 及 以 上 的 决策 。 


7.1.5 决策 的 基本 步骤 


决策 过 程 就 是 实施 决策 的 步骤 ， 一 个 科学 决策 包括 以 下 四 个 步骤 : 

第 一 步 : 分 析 问 题 ， 从 而 找 出 制定 决策 的 依据 ， 即 对 信息 的 收集 。 

第 二 步 : 确定 决策 的 目标 。 这 是 首要 步骤 。 面 对 所 要 解决 的 问题 ， 决 策 目标 要 明确 、 
具体 ， 符 合 客观 实际 ， 避 免 抽 象 、 含 糊 。 如 果 决 策 的 目标 不 止 一 个 ， 应 分 清 主 次 ， 优 先 实 
现 主要 目标 。 

第 三 步 : 拟订 多 个 可 行 方 案 。 这 是 科学 决策 的 基础 。 针 对 决策 的 目标 和 已 具备 的 信 
息 ， 就 可 以 拟订 各 种 可 行 方案 ， 方 案 要 有 多 样 性 和 可 行 性 ， 可 行 的 方案 是 指 技术 上 先进 、 
经 济 上 合理 的 方案 。 

第 四 步 : 方案 的 评价 和 选择 。 这 是 关键 步骤。 首先 应 该 确定 优化 方法 ， 并 对 有 具体 的 决 
策 进行 优化 分 析 、 排 序 及 优化 方案 的 灵敏 度 分 析 。 

第 五 步 : 对 已 选择 的 方案 及 其 实施 进行 可 行 性 和 效益 性 的 评价 。 

下 面 以 (三 国 演义 》 中 空城 计 为 例 来 介绍 决策 的 步骤 : 

【 例 2】 探 马 来 报 司马 就 率 兵 来 攻 西 城 , 已 距 西 城 只 有 五 里 之 肥 ， 而 此 时 西城 却 兵力 
空 庶 ， 赵 云 已 领 兵 先 回 西川 ， 马 误 、 王 平 被 派 去 街 襄 ， 只 有 一 些 老 弱 病 残 ， 怎 么 才能 战胜 
司马 坦 的 大 兵 ? 

诸葛 亮 的 决策 : 

第 一 步 : 分 析 问 题 : 决策 所 依据 的 情报 很 准确 : 对 手 司马 亏 大 兵 距 西城 只 有 五 里 , 自 
己 只 有 一 些 老 弱 病 残 的 兵 、 司 马 嘉 生性 多 疑 。 

多 二 步 : 确定 目标 : 取胜 。 

第 三 步 : 拟定 行动 方案 : 一 是 战 ， 用 这 些 老 弱 病 残 去 跟 司 马 就 的 大 兵 斗 ， 取 胜 的 可 能 
性 几乎 没有 ; 二 是 不 战 ， 针 对 司马 壹 多疑 的 特点 制造 城中 有 埋伏 的 假象 ， 兴 许可 以 使 其 被 
蒙骗 而 不 敢 进 城 。 

第 四 步 : 选择 方案 : 选择 的 方法 是 哪 一 个 方案 取胜 的 概率 更 大 ， 显 然 是 方案 二 。 

第 五 步 : 对 选 定 的 方案 进行 可 行 性 和 效益 性 评价 : 可 行 性 很 明显 ， 大 开 城 门 、 自 己 带 
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上 两 个 书童 ， 穿 起 知 上 刺 ， 带 上 纶 巾 去 到 城 头 焚香 操 琴 ， 这 些 都 是 可 以 做 到 的 ; 效益 性 也 很 
明显 ， 不 这 样 做 必 败 无 疑 ， 这 样 做 才 虽 有 可 能 败 ， 但 还 有 成 功 的 希望 ， 退 一 万 步 讲 ， 败 了 
也 跟 方案 一 一 样 的 结果 ， 而 如 果 成 功 了 则 保证 了 全 城 父老 乡亲 的 性 命 和 整个 城池 ， 这 是 第 
一 个 方案 不 可 能 达到 的 。 


7.1.6 决策 的 原则 


决策 是 在 各 种 准备 实施 的 方案 中 选择 ， 以 期 优化 地 达到 目标 的 过 程 。 一 旦 做 出 决策 ， 
就 对 未 来 的 行动 确定 了 目标 、 方 向 ， 并 选择 了 一 个 能 实现 预期 目标 的 最 佳 行动 方案 。 所 
以 ， 要 做 出 科学 的 决策 ， 就 必须 在 充分 了 解 研究 对 象 及 其 所 处 的 环境 因素 的 基础 上 ， 制 订 
各 种 可 行 的 方案 ; 分 析 这 些 方案 在 实施 后 可 能 产生 的 后 果 ; 通过 系统 分 析 、 比 较 优 化 等 环 
节 得 出 一 个 最 佳 的 行动 方案 。 科 学 决策 一 般 应 遵循 下 面 几 条 基本 原则 

(1) 信 息 准 全 原则 。 信 息 是 决策 的 基础 ， 信 息 的 准 、 全 是 科学 决策 的 必要 条 件 。 

(2) 预 测 原则 。 决 策 总 是 根据 一 定 的 目的 ， 制订、 规划 未 来 的 行动 方案 ， 进 而 影响 未 
来 的 活动 。 

(3) 可 行 原则 。 决 策应 当 建 立 在 可 以 实现 的 基础 上 ， 不 能 脱离 人 力 、 物 力 、 财 力 等 现 
实 条 件 ， 要 使 决策 符合 科学 技术 发 展 规律 及 经 济 规律 。 

(4) 系统 原 则 。 在 决策 时 ， 要 从 整体 出 发 ， 统筹 考虑 ， 全 面 安 排 ， 既 要 考虑 整体 系 
统 ， 又 要 考虑 相关 系统 ， 使 系统 与 环境 相 适 应 ， 处 于 最 佳 状态 。 

(5 ) 选 优 原则 。 决 策 是 从 比较 到 决断 的 过 程 ， 它 要 经 过 系统 的 分 析 和 综合 ， 提 出 各 种 
不 同 的 备 选 方案 之 后 ， 从 中 选取 最 佳 的 方案 。 

(6) 集团 决策 原则 。 决 策 要 依靠 和 利用 专家 团 作为 决策 者 的 助手 ， 系 统 地 调查 研究 问 
题 的 历史 及 现状 ， 积 累 数据 ， 掌 握 资 料 ， 提 出 各 种 备 选 方案 ， 并 进行 科学 预测 ， 通 过 分 
析 、 论 证 、 对 比 、 择 优等 多 个 环节 ， 提 出 切实 可 行 的 备 选 方案 ， 供 决策 者 参考 。 

(7) 反 馈 原 则 。 决 策 并 非 都 是 一 次 成 功 ， 要 利用 反馈 机 制 把 实践 中 检验 出 来 的 不 足 之 
处 和 变化 了 的 信息 及 时 提供 给 决策 者 ， 以 做 出 相应 的 调整 。 


7.2 不 确定 型 决策 


决策 者 面临 的 决策 环境 由 一 些 自然 状态 组 成 ， 决 策 者 可 以 采取 若干 决策 方案 ,每 一 种 
决策 方案 在 不 同 的 自然 状态 下 出 现 的 结果 是 已 知 的 ， 但 决策 者 不 能 预先 估计 各 种 自然 状态 
出 现 的 概率 。 

不 确定 性 决策 问题 应 具备 以 下 四 个 条 件 ; 

(1) 上 有 具有 决策 者 希望 的 一 个 明确 的 决策 目标 ， 如 获得 最 大 的 收益 或 损失 达到 最 小 等 ; 

(2) 具 有 一 种 以 上 的 不 以 决策 者 的 意志 为 转移 的 自然 状态 ， 如 明天 天 气 晴 、 阴 、 下 雨 


掉 


(3) 具 有 两 个 以 上 的 可 行 方案 ,提供 给 相关 的 人 员 或 组 织 进行 比较 和 选择 ; 

(4) 不 同 决策 方案 在 不 同 自然 状态 下 的 收益 值 或 损失 值 可 以 推算 出 来 。 

这 类 决策 缺乏 对 自然 状态 的 了 解 ， 故 决策 者 只 能 根据 自己 的 偏好 选取 一 种 决策 准则 进 
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行 决策 。 下 面 结合 实例 给 出 一 些 常 见 的 决策 准则 及 其 计算 方法 ,决策 者 选取 的 准则 不 同 ， 
得 到 的 最 优 方案 可 能 也 不 同 。 

【 例 3】 某 企 业 准 备 对 新 产品 生产 批量 作出 决策 。 现 有 三 种 可 供 选择 方案 ， 未 来 市 场 
对 该 产品 的 需求 有 四 种 可 能 的 自然 状态 ， 收 益 矩 阵 见 表 7-3 。 试 问 如 何 进 行 方案 的 决策 ? 


表 7-3 新 产品 生产 收益 表 (单位 : 万 元 ) 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 


这 属于 不 确定 型 决策 问题 ， 下 面 介 绍 五 种 决策 准则 并 以 例 3 为 例 给 出 决策 结果 。 
7.2.1 悲观 主义 准则 


悲观 主义 准则 也 称 为 保守 主义 准则 (瓦尔 德 准则 ) 。 当 决策 者 面临 的 各 个 事件 的 发 生 
概率 不 清楚 时 ， 在 处 理 问 题 时 就 比较 谨慎 ， 总 是 抱 斐 观 和 保守 态度 ， 从 各 种 最 坏 的 情况 出 
发 ， 然 后 再 选择 一 个 最 好 的 结果 。 

决策 步骤 是 : 

第 一 步 : 从 每 个 方案 对 各 个 状态 的 结果 中 选 一 个 最 小 收益 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 。 

第 二 步 : 从 这 些 最 小 损益 值 中 选 出 最 大 收益 值 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 对 应 的 方案 就 
是 决策 方案 。 

它 的 选择 原则 是 小 中 取 大 ， 故 也 称 为 最 大 最 小 准则 。 

【 例 4】 用 悲观 主义 准则 确定 例 3 的 最 优 方案 。 

解 : 第 一 步 : 从 每 个 方案 对 各 个 状态 的 结果 中 选 出 一 个 最 小 收益 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 
如 表 7-4 所 示 。 


表 7-4 悲观 主义 准则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 行 中 选 最 小 
由 
大 批量 15 8 0 -6 -6 
中 批量 4 14 8 3 3 
小 批量 1 4 10 12 1 
0 


第 二 步 : 从 这 些 最 小 损益 值 中 选 出 最 大 收益 值 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 如 表 7-5 所 
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表 7-5 翡 观 主义 准则 


销路 较 差 行 中 选 最 小 
大 批量 
中 批量 
小 批量 有 
Ee 
最 小 中 取 最 大 3 


根据 悲观 主义 准则 ， 中 批量 为 所 选 最 优 方案 ， 最 大 收益 为 3 万 元 。 

翡 观 主义 准则 的 缺点 是 无 法 争取 到 最 大 的 收益 。 主 要 用 于 创业 的 初期 ， 经 验 不 丰富 ， 
经 不 起 损失 或 保守 主义 者 采用 。 

若 表 中 数据 是 损失 值 ， 则 跟 上 面 过 程 相反 ， 即 “大 中 取 小 ”。 先 从 每 个 方案 对 各 个 状 
态 的 结果 中 选 出 一 个 最 大 损失 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 ， 再 从 这 些 最 大 的 损失 值 中 选 出 最 小 损 
失 值 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 对 应 的 方案 就 是 最 优 方案 。 


7.2.2 乐观 主义 准则 (最 大 最 大 法 则 ) 


持 乐 观 主义 决策 准则 的 决策 者 对 待 风险 的 态度 与 悲观 主义 者 不 同 ， 当 他 面临 情况 不 明 
的 决策 问题 时 ， 他 总 抱 有 乐观 和 冒险 的 态度 ， 决 不 放弃 任何 一 个 可 获得 最 好 结果 的 机 会 ， 
争取 以 大 中 取 大 的 乐观 态度 来 选择 他 的 决策 方案 。 

决策 步骤 是 : 

第 一 步 : 从 每 个 方案 对 各 个 状态 的 结果 中 选 出 一 个 最 大 收益 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 。 

第 二 步 : 从 这 些 最 大 收益 值 中 选 出 最 大 值 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 该 最 大 值 对 应 的 方 
案 就 是 决策 所 选 定 的 方案 。 

它 的 选择 原则 是 大 中 取 大 ， 故 也 称 为 最 大 最 大 准则 。 

【 例 S】 用 乐观 主义 准则 确定 例 3 的 最 优 方案 。 

解 : 第 一 步 : 从 每 个 方案 对 各 个 状态 的 结果 中 选 出 一 个 最 大 收益 值 ， 放 在 表 的 最 右 
列 ， 如 表 7-6 所 示 。 


表 7-6 乐观 主义 准则 


第 二 步 : 从 最 大 收益 值 中 选 出 最 大 值 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 如 表 7-7 所 示 。 
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表 7-7 乐观 主义 准则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 行 中 选 最 大 
大 批量 15 8 0 -6 15 
中 批量 4 14 8 3 14 
小 批量 1 4 10 12 12 
大 中 取 大 15 


根据 乐观 主义 准则 ， 大 批量 为 所 选 最 优 方 案 ， 最 大 收益 为 15 万 元 。 

此 决策 准则 适用 于 乐观 、 爱 冒险 的 人 ， 对 收益 很 敏感 ， 对 损失 却 很 迟钝 。 

若 表 中 数据 是 损失 值 ， 则 跟 上 面 过程 相 反 ， 即 “小 中 取 小 ” 。 先 从 每 个 方案 对 各 个 状 
态 的 结果 中 选 出 一 个 最 小 损失 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 ， 再 从 这 些 最 小 的 损失 值 中 选 出 最 小 损 
失 值 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 对 应 的 方案 就 是 最 优 方案 。 


7.2.3 折 中 主义 准则 ( 乐观 系数 准则 ) 


折 中 主义 准则 也 称 为 赫 维 获准 则 , 这 是 介 于 悲观 主义 准则 与 乐观 主义 准则 之 间 的 一 个 
决策 准则 。 当 用 悲观 主义 准则 或 乐观 主义 准则 来 处 理 问题 时 ， 有 的 决策 者 认为 这 样 太极 端 
了 。 他 的 特点 是 对 事物 既 不 乐观 冒险 ， 也 不 悲观 保守 。 于 是 提出 把 两 种 决策 准则 折 中 平 
衡 ， 通 过 一 个 乐观 系数 a(0a<1) 将 翡 观 与 乐观 结果 加 权 平 均 ， 以 此 来 确定 每 个 方案 的 
收益 值 。 

决策 步骤 是 : 

第 一 步 : 决策 时 ， 决 策 者 根据 个 人 愿望 、 经 验 和 历史 数据 ， 先 给 出 乐观 系数 w， 按 下 
式 计算 每 个 方案 的 折 中 收益 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 。 

折 中 收益 值 =ax 最 大 收益 值 +(1-a) x 最 小 收益 值 

第 二 步 : 从 各 方案 的 折 中 收益 值 中 选择 数值 最 大 者 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 对 应 的 方 
案 就 是 决策 方案 。 

【 例 6】 用 折 中 主义 准则 确定 例 3 的 最 优 方案 。 

解 : 第 一 步 : 决策 时 ,决策 者 根据 个 人 愿望 、 经 验 和 历史 数据 ， 给 出 乐观 系数 a= 
0.7， 按 下 式 计算 每 个 方案 的 折 中 收益 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 ， 如 表 7-8 所 示 。 

折 中 收益 值 =0.7x 最 大 收益 值 +0. 3x 最 小 收益 值 


表 7-8 折 中 主义 准则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 算 折 中 收益 值 
大 批量 15 8 0 -6 8.7 
中 批量 4 14 8 3 10.7 
小 批量 1 4 10 12 8.7 
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三 个 不 同方 案 的 折 中 收益 值 的 计算 如 下 : 
大 批量 方案 : 0.7x15+0. 3x( -6)= 8.7 

中 批量 方案 : 0.7x14+0. 3x3=10.7 
小 批量 方案 : 0. 7x12+0. 3x1=8.7 
第 二 步 ， 从 各 方案 的 折 中 收益 值 中 选择 数值 最 大 者 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 如 表 7-9 


所 示 。 
表 7-9 折 中 主义 准则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 算 折 中 收益 值 
大 批量 15 8 0 -6 8.7 
中 批量 4 14 8 3 10.7 
小 批量 1 4 10 1 8.7 
再 取 最 大 值 1057 


根据 折 中 主义 准则 ， 中 批量 为 所 选 最 优 方案 ， 最 大 收益 为 10.7 万 元 。 

由 上 面 计算 公式 可 知 ， 当 qa=0 时 ， 是 悲观 主义 准则 ; 当 aw=1 时,， 是 乐观 主义 准则 。 
因此 ， 这 两 种 方法 都 是 折 中 主义 准则 的 特例 。 需 要 注意 ，a 的 选择 是 重要 的 ， 它 体现 出 决 
策 者 的 冒险 程度 ， 它 的 值 不 同 ， 得 到 的 最 优 方案 可 能 也 不 同 。 

实际 决策 时 ，a 应 如 何 确定 呢 ? 

当 情 况 比 较 乐 观 时 ，a 应 取 的 大 一 些 ， 反 之 ， 应 取 的 小 一 些 。 


7.2.4 等 可 能 性 准则 ( 平均 收益 最 大 的 原则 ) 


等 可 能 性 准则 是 19 世纪 数学 家 Laplace 提出 的 ， 故 也 叫做 拉 普 拉 斯 准则 。 他 认为 : 当 
一 个 人 面临 着 某 事件 集合 ， 在 没有 什么 确切 理由 来 说 明 这 一 事件 比 那 一 事件 有 更 多 发 生机 
会 时 ， 只 能 认为 各 事件 发 生 的 机 会 是 均等 的 ， 即 每 一 事件 发 生 的 概率 都 是 1/ 事 件数 。 寿 
有 足够 的 理由 判定 各 个 自然 状态 发 生 的 概率 是 不 相等 的 ， 则 可 以 估计 出 概率 的 大 小 ， 就 变 
成 下 节 要 讨论 的 风险 性 决策 。 

决策 步骤 是 : 

第 一 步 : 决策 者 计算 各 个 方案 的 收益 期 望 值 ( 即 把 每 行 的 数 都 加 起 来 除 以 自然 状态 个 
数 ) ， 放 在 表 的 最 右 列 。 

第 二 步 : 在 所 有 这 些 期 望 值 中 选择 最 大 者 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 对 应 的 方案 为 最 优 
方案 。 

【 例 7】 用 等 可 能 准则 确定 例 3 的 最 优 方案 。 

解 : 第 一 步 : 决策 者 计算 各 个 方案 的 收益 期 望 值 ( 即 把 每 行 的 数 都 加 起 来 除 以 自然 状 
态 个 数 ) ， 放 在 表 的 最 右 列 ， 如 表 7-10 所 示 。 
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表 7-10 等 可 能 性 准则 

算 期 望 收 益 
大 批量 15 4. 25 
中 批量 4 7. 25 
小 批量 1 6.75 


三 个 不 同方 案 的 期 望 收益 的 计算 如 下 : 


大 批量 方案 : O00) 4 25 
中 批量 方案 : CS) -7.25 
小 批量 方案 : C+) 0. 75 


第 二 步 : 在 所 有 这 些 期 望 值 中 选择 最 大 者 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 如 表 7-11 所 示 。 


表 7-11 等 可 能 准则 
算 期 望 收益 
大 批量 | 15 4.25 
中 批量 4 3 到 25 
小 批量 | 1 \ 4 | 10 12 6. 75 
再 取 最 大 值 7. 25 


根据 等 可 能 准则 ， 中 批量 为 所 选 最 优 方案 。 
7.2.5 最 小 后 悔 值 准 则 


后 悔 值 准则 是 由 经 济 学 家 沙 万 奇 提出 来 的 ， 故 也 称 为 沙 万 奇 准则 。 在 决策 过 程 中 ， 当 
某 一 状态 出 现时 ， 决 策 者 必须 首先 选择 使 收益 最 大 的 方案 。 若 决策 者 由 于 决策 失误 ， 没 有 
选择 使 收益 最 大 的 方案 ， 则 会 感到 后 悔 。 后 悔 值 准则 就 是 要 尽量 减少 决策 者 的 后 悔 。 最 大 
收益 值 与 其 他 收益 值 之 差 就 叫做 后 悔 值 或 遗憾 值 。 最 小 后 悔 值 准则 就 是 为 达到 后 悔 最 小 的 
目的 而 设计 的 一 种 决策 方法 。 

决策 步骤 是 : 

第 一 步 : 从 每 个 自然 状态 下 选择 最 大 收益 值 作 为 目标 值 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 。 

第 二 步 : 每 个 自然 状态 中 的 目标 值 减 去 其 他 值 ， 即 得 后 悔 值 ， 每 个 方案 的 后 悔 值 ， 构 
成 后 悔 值 矩阵 。 

第 三 步 : 在 后 悔 值 矩 阵 中 对 每 一 方案 选 出 最 大 后 悔 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 。 

第 四 步 : 从 这 些 最 大 后 悔 值 中 选 出 最 小 后 悔 值 ， 放 在 最 下 面 一 行 ， 对 应 的 方案 为 选 定 
的 最 优 方 案 。 
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7.2 不 确定 型 决策 


【 例 8] 


用 最 小 后 悔 值 准则 确定 例 3 的 最 优 方案 。 


解 : 第 一 步 : 从 每 个 自然 状态 下 选择 最 大 收益 值 作 为 目标 值 ， 放 在 表 的 最 下 面 一 行 ， 


如 表 7-12 所 示 。 


表 7-12 最 小 后 悔 值 准则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 
大 批量 15 8 0 -6 
中 批量 4 14 8 3 
小 批量 1 4 10 12 
目标 值 15 14 10 12 


第 二 步 : 每 个 自然 状态 中 的 目标 值 减 去 其 他 值 ， 即 得 后 悔 值 ， 每 个 方案 的 后 悔 值 ， 构 
成 后 悔 值 矩阵 ， 如 表 7-13 所 示 。 


表 7-13 最 小 后 悔 值 准则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 
大 批量 0 6 10 18 
中 批量 11 0 2 9 
小 批量 14 10 0 0 


第 三 步 : 在 后 悔 值 和 矩阵 中 对 每 一 方案 选 出 最 大 后 悔 值 ， 放 在 表 的 最 右 列 ， 如 表 7-14 


所 示 。 
表 7-14 最 小 后 悔 值 准 则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 最 大 后 悔 值 
大 批量 0 6 10 18 18 
中 批量 11 0 2 9 11 
小 批量 14 10 0 0 14 


第 四 步 : 从 这 些 最 大 后 悔 值 中 选 出 最 小 后 悔 值 ， 放 在 最 下 面 一 行 ， 如 表 7-15 所 示 。 
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表 7-15 最 小 后 悔 值 准则 


最 大 后 悔 值 
大 批量 0 18 18 
中 批量 11 | 0 | 2 9 11 
小 批量 14 10 | 0 0 14 
选 最 小 11 


根据 最 小 后 悔 值 准则 ， 中 批量 为 所 选 最 优 方案 。 

综 上 五 种 准则 可 知 ， 不 同 的 准则 可 能 会 导致 不 同 的 最 优 方案 ,采用 哪个 准则 也 没有 统 
一 的 标准 ， 主 要 根据 决策 者 的 风险 偏好 、 经 济 情况 等 而 定 ; 决策 者 也 可 以 把 以 上 五 种 准则 
中 被 选 方案 频率 高 的 方案 作为 最 优 方 案 。 现 实生 活 中 ， 当 决策 者 对 不 确定 决策 可 以 估计 出 
每 个 自然 状态 的 概率 时 ， 就 将 不 确定 决策 转化 成 下 面 要 讨论 的 风险 性 决策 。 


7.3 风险 型 决策 


决策 者 在 做 决策 时 对 客观 情况 不 甚 了解， 但 可 能 通过 调查 ， 根 据 过 去 的 统计 资料 ， 任 
借 经 验 或 主观 估计 获得 各 种 自然 状态 发 生 的 概率 ， 这 种 条 件 下 的 决策 就 称 为 风险 型 决策 ， 
又 叫 统计 型 决策 。 

为 何 叫 风 险 型 决策 ? 

因为 利用 了 事件 的 概率 和 数学 期 望 进行 决策 ， 而 概率 是 指 一 个 事件 发 生 可 能 性 的 大 
小 ， 但 不 一 定 必然 要 发 生 。 所 以 ， 这 种 决策 准则 是 要 承担 一 定 的 风险 。 

风险 型 决策 问题 一 般 具 备 以 下 五 个 条 件 : 

(1) 具有 决策 者 希望 的 一 个 明确 目标 ， 如 最 大 收益 或 最 小 损失 。 

《2) 具 有 两 个 以 上 不 以 决策 者 的 意志 为 转移 的 自然 状态 。 

(3) 具有 两 个 以 上 的 决策 方案 可 供 决策 者 选择 。 

(4) 不 同 决策 方案 在 不 同 自然 状态 下 的 损益 值 可 以 计算 出 来 。 

(5) 不 同 自然 状态 出 现 的 概率 ( 即 可 能 性 ) 决 策 者 可 以 事先 计算 或 者 估计 出 来 。 

风险 性 决策 是 以 概率 或 概率 密度 为 基础 ， 具 有 随机 性 的 决策 ， 因 此 也 称 为 随机 性 决 


风险 性 决策 的 常用 方法 有 最 大 可 能 准则 、 期 望 值 准 则 法 和 贝 叶 斯 决策 法 ， 下 面 将 分 别 


7.3.1 最 大 可 能 准则 


由 概率 论 的 原理 可 知 ， 当 一 个 事件 的 概率 越 大 ， 表 明 其 发 生 的 可 能 性 就 越 大 。 

在 风险 性 决策 问题 中 ， 若 某 种 状态 的 概率 远 远大 于 其 他 状态 的 概率 ， 就 可 以 忽略 其 他 
状态 ， 而 只 考虑 概率 最 大 的 这 一 状态 。 这 相当 于 将 风险 性 决策 问题 转换 成 确定 型 的 决策 问 
题 ， 这 就 是 最 大 可 能 准则 。 由 于 最 大 可 能 状态 也 是 仅 以 一 定 的 概率 出 现 ， 所 以 按 这 一 准则 
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决策 具有 一 定 的 风险 。 

注 : 当 目 然 状 态 中 某 个 状态 的 概率 非常 突出 ， 比 其 他 状态 的 概率 大 许多 的 时 候 ， 这 种 
准则 的 决策 效果 是 比较 理想 的 。 但 是 当 自 然 状 态 发 生 的 概率 互相 都 很 接近 ， 且 变化 不 明显 
时 ， 再 采用 这 种 准则 ， 效 果 就 不 理想 了 ， 甚 至 会 产生 严重 错误 。 

最 大 可 能 准则 的 决策 步骤 : 

第 一 步 : 从 各 自然 状态 的 概率 值 中 ， 选 出 最 大 者 对 应 的 状态 ， 其 余 状 态 则 不 再 考虑 。 

第 二 步 : 根据 在 最 大 可 能 状态 下 各 方案 的 损益 值 ( 收益 选 最 大 者 ， 损 失 选 最 小 者 ) 进 
行 决 策 。 

【 例 9】 在 例 3 中 ， 若 根据 调查 分 析 ， 估计 销路 特别 好 的 可 能 性 是 70% ， 销 路 较 好 的 
可 能 性 是 15% ， 销 路 一 般 的 可 能 性 是 10% ， 销 路 较 差 的 可 能 性 是 5% ， 要求 进行 方案 决 
策 。 

解 : 这 属于 风险 型 决策 问题 。 利 用 最 大 可 能 准则 ， 根 据 估计 的 四 种 状态 的 概率 值 大 
小 ， 只 需 考 虑 发 生 概 率 最 大 的 “销路 特别 好 ”的 情况 ， 从 收益 值 最 大 的 角度 决策 ， 如 表 7-16 
所 示 。 


表 7-16 最 大 可 能 准则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 
70% 15% 10% 5% 

大 批量 15 8 0 -6 
中 批量 4 14 8 3 
小 批量 1 4 10 12 

选取 概率 最 大 状 

态 下 收益 最 大 值 


据 最 大 可 能 准则 知 ， 大 批量 为 所 选 最 优 方案 ， 最 大 收益 为 15 万 元 。 
7.3.2 期 望 值 准 则 


期 望 值 准则 是 将 每 个 方案 在 各 个 自然 状态 下 的 损益 值 看 成 是 离散 型 随机 变量 ， 其 概率 
等 于 自然 状态 的 概率 ， 从 而 可 以 计算 出 每 个 方案 的 期 望 值 ， 加 以 比较 ， 选 择 收益 期 望 最 大 
(或 损失 期 望 最 小 ) 的 可 行 方案 作为 最 优 方案 。 

期 望 值 准则 主要 适用 于 程序 性 决策 问题 ， 而 对 于 特殊 性 决策 需要 冒 一 定 的 风险 。 

这 里 所 说 的 期 望 值 就 是 概率 论 中 离散 随机 变量 的 数学 期 望 ， 即 


E, = 六 PanG = 1 多。 ze my (7-1 ) 
式 中 : 
一 第 j 个 方案 的 损益 期 望 值 ; 
第 j 个 方案 在 各 个 自然 状态 下 的 损益 值 ; 


Qi 
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Pp: 一 一 各 个 自然 状态 发 生 的 概率 。 

期 望 值 准则 法 的 决策 过 程 可 以 在 决策 表 上 进行 ， 也 可 以 通过 决策 树 表示 法 完成 。 

1. 决策 表 法 

决策 表 法 的 步骤: 

第 一 步 : 按 各 行 计 算 各 自然 状态 下 的 损益 值 与 概率 值 乘积 之 和 ， 得 到 期 望 值 ， 放 在 表 
的 最 右 列 。 

第 二 步 : 比较 各 行 的 期 望 值 ， 根 据 期 望 值 的 大 小 和 决策 目标 ， 选 出 最 优 者 ， 放 在 表 的 
最 下 面 一 列 ， 对 应 的 方案 就 是 最 优 方案 。 

【 例 10】 利用 决策 表 法 对 例 9 进行 决策 。 

解 : 第 一 步 : 按 各 行 计算 各 自然 状态 下 的 损益 值 与 概率 值 乘积 之 和 ， 得 到 期 望 值 ， 放 
在 表 的 最 右 列 ， 如 表 7-17 所 示 。 


表 7-17 期 望 值 准则 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 
期 望 值 
70% 15% 10% 5% 

大 批量 15 8 0 - 阁 [省 
中 批量 4 14 8 3 S85 
小 批量 1 4 10 12 2.9 
期 望 值 的 计算 过 程 如 下 : 


El=15x70% +8x15% +0x10%+(-6)x5% =11.4 
E,=4x70% +14x15% +8x10% +3x5% =5. 85 
Es=1x70%+4x15%+10x10% +12x5% =2.9 
第 二 步 : 比较 各 行 的 期 望 值 ， 根 据 期 望 值 的 大 小 和 决策 目标 ， 选 出 最 优 者 ， 放 在 表 的 
最 下 面 一列 ， 如 表 7-18 所 示 。 


表 7-18 期 望 值 准 则 
人 
销路 特别 好 销路 较 好 销路 一 般 销路 较 差 
期 望 值 
70% 15% 10% 5% 
大 批量 15 8 0 -6 11.4 
中 批量 4 14 8 3 5. 85 
小 批量 1 4 10 12 2.9 
取 最 大 11.4 


据 期 望 准则 知 ， 大 批量 为 所 选 最 优 方 案 。 
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2. 决策 树 法 

在 期 望 值 决策 中 ， 除 了 可 以 用 决策 表 来 进行 决策 外 ， 还 可 以 用 决策 树 来 进行 决策 ， 不 
同 的 是 决策 树 既 可 以 解决 单 阶段 的 决策 问题 ， 还 可 以 解决 决策 表 无 法 表达 的 、 多 阶段 序列 
决策 问题 。 在 管理 上 ， 这 种 方法 多 用 于 较 复杂 问题 的 决策 。 

决策 树 是 借助 于 图 与 网 络 中 的 “ 树 " 来 模拟 决策 ， 即 把 各 种 自然 状态 、 各 个 行动 方案 
用 点 和 线 连接 成 “ 树 图 " ， 再 进行 决策 。 这 种 方法 的 形态 好 似 树 形 结构 ， 故 叫做 决策 树 方 
法 。 决 策 树 如 图 7-1 所 示 。 


方案 点 
图 7-1 决策 树 的 结构 图 


图 中 的 方块 表示 决策 点 ， 从 它 引出 的 若干 条 线 ， 代 表 若 干 个 方案 ， 称 为 方案 分 支 ; 方 
案 分 支 末 端 圆 圈 叫 做 方案 点 ( 自然 状态 点 ) ， 从 它 引 出 的 线条 代表 不 同 的 自然 状态 ， 叫 做 
概率 分 文 ; 概率 的 末端 画 个 三 角形 ， 叫 做 结果 点 。 

由 图 7-1 可 知 ， 决 策 树 不 仅 能 表示 出 不 同 决策 方案 在 不 同 自然 状态 下 的 结果 ， 而 且 能 
显示 出 决策 的 过 程 ， 思 路 清晰 、 内 容 形 象 ， 便 于 决策 者 集体 讨论 ， 是 辅助 决策 者 进行 决策 
的 有 用 工具 。 但 这 种 方法 完全 是 由 概率 与 数理 统计 的 计算 而 得 出 决策 的 ， 在 计算 中 应 用 了 
期 望 值 的 概念 。 如 果 选 中 了 一 条 概率 型 的 决策 ， 在 某 次 执行 中 由 于 事件 的 随机 性 ， 并 不 一 
定 得 到 与 计算 相同 的 结果 ， 只 有 在 多 次 反复 的 执行 中 ， 才 能 得 到 这 一 平均 值 。 因 此 ， 这 种 
方法 只 是 供 决策 者 参考 的 依据 之 一 。 

应 用 决策 树 进 行 决 策 ， 是 从 右 向 左 逐 步 进 行 的 ， 需 完成 以 下 几 个 步 又 的 工作 。 

决策 树 方法 的 步骤 : 

第 一 步 : 画 决策 树 。 对 某 个 风险 型 决策 问题 的 未 来 可 能 情况 和 可 能 结果 所 作 的 预测 ， 
用 树 形 图 的 形式 反映 出 来 。 画 决策 树 的 过 程 是 从 左 向 右 ， 再 画 方案 分 支 、 方 案 点 和 概率 分 
支 ， 最 后 把 各 自然 状态 的 概率 写 在 概率 分 支 、 损 益 值 写 在 各 概率 分 支 的 最 右 端 。 

第 二 步 : 根据 右 端 结果 点 的 损益 值 和 概率 梳 的 概率 ， 计 算 各 方案 的 期 望 值 。 由 树 梢 开 
始 自 右 向 左 用 期 望 值 法 进行 计算 。 

第 三 步 : 考虑 到 各 方案 所 需 的 投资 ， 比 较 不 同方 案 的 期 望 值 ， 并 做 出 决策 。 取 期 望 值 
最 大 的 分 支 ， 其 他 分 支 进行 修剪 。 

如 果 是 多 阶段 或 多 级 决策 ， 则 需要 重复 第 二 步 至 第 三 步 。 

(1) 决 策 树 的 单 阶 段 决 策 。 
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下 面 以 例 11 为 例 介 绍 单 阶段 决策 问题 。 
【 例 11】 利用 决策 树 法 对 表 7-19 进行 决策 。 


表 7-19 
好 一 般 差 
0.3 0.6 0.1 
S) 7 3 -3 
5S 5 2 | 


图 7-2 


第 二 步 : 根据 右 端 结果 点 的 损益 值 和 概率 枝 的 概率 ， 计 算 各 方案 的 期 望 值 ， 放 在 对 应 
方案 点 的 上 面 ， 见 图 7-2。 
下 面 是 计算 期 望 值 的 过 程 : 
El=0.3x7+0. 6x3+0. 1x( -3)= 3.6 
E,=0.3x5+0. 6x2+0. 1x(-1)=2.6 
E,=0. 3x3+0. 6x2+0. 1x1=2. 2 
第 三 步 : 考虑 到 各 方案 所 需 的 投资 ， 比 较 不 同方 案 的 期 望 值 ， 并 做 出 决策 。 
由 上 面 结果 可 知 5 为 最 优 方案 。 
(2) 决 策 树 的 多 阶段 决策 。 
在 现实 生活 中 ， 有 一 类 活动 的 过 程 ， 由 于 它 的 特殊 性 ， 可 将 过 程 分 成 若干 个 互相 关联 
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的 阶段 ， 在 它 的 每 一 阶段 都 需要 做 出 决策 ， 从 而 使 整个 过 程 达到 最 好 的 活动 效果 。 因 此 各 
个 阶段 决策 的 选取 不 能 任意 确定 ， 它 依赖 于 当前 面临 的 状态 ， 又 影响 以 后 的 发 展 。 当 各 个 
阶段 决策 确定 后 ， 就 组 成 一 个 决策 序列 ， 因 而 也 就 确定 了 整个 过 程 的 一 条 活动 路 线 。 这 种 
把 一 个 问题 看 做 是 一 个 前 后 关联 具有 链 状 结构 的 多 阶段 过 程 就 称 为 多 阶段 决策 过 程 ， 这 种 
问题 称 为 多 阶段 决策 最 优化 问题 。 

多 阶段 决策 与 单 阶段 决策 在 方法 上 基本 一 样 ， 每 个 方案 点 都 要 计算 期 望 值 ， 每 个 决策 
节点 都 要 进行 方案 的 选择 。 

下 面 用 一 个 两 阶段 决策 问题 的 例子 来 说 明 决 策 树 在 多 阶段 决策 中 的 应 用 。 

【 例 12】 某 公 司 4 计划 来 年 为 公司 B 的 产品 提供 零 部 件 。 公 司 忆 对 部 件 的 需求 量 
取决 于 当年 产品 的 销售 情况 ， 可 能 是 2000 件 或 3000 件 ， 其 概率 分 别 为 0.4 和 0.6。 公 
司 有 两 套 方案 : 一 是 利用 现 有 设备 生产 ， 每 一 部 件 的 成 本 为 0.6 万 元 ; 二 是 对 现 有 设备 
改造 提高 工作 效率 ， 但 需 投 资 110 万 元 ， 其 成 功 的 概 为 0.65。 如 果 成 功 ， 每 一 部 件 的 
成 本 降 到 0. 4 万 元 ; 如 果 失 败 ， 可 以 改 用 第 一 种 方案 ， 但 要 损失 投资 费 。 在 签署 合同 的 
谈判 过 程 中 ， 公 司 4 强调 购买 数量 的 不 确定 会 给 该 厂 造 成 损失 ， 因 此 公司 B 同意 在 每 
一 部 件 1 万 元 的 基础 上 ， 若 公司 4 生产 3000 件 而 公司 B 购买 2000 件 ， 则 每 一 件 补偿 
0. 1 万 元 ; 若 公司 4 生产 2000 件 而 公司 B 欲 购买 3000 件 ， 则 按 2000 件 成 交 。 试 问 公 
司 4 应 如 何 选 择 方案 : 

O 按 哪 一 种 方案 生产 这 批 部 件 ?@) 选择 哪 一 种 批量 进行 生产 ? 

解 : 第 一 步 : 画 决策 树 ， 如 图 7-3 所 示 。 


生产 3000 购买 3000 A 
@ 购买 2000 AN 
AN 
购买 
生产 2000 G) 购买 3000 
购买 2000 _/ 
方案 一 
生产 3000 购买 3000 
(sD 购买 2000 /AN 
加 成 功 p=0.65 生产 2000 购买 3000 个 
方案 二 (9) 购买 2000 AN 
生产 3000 购买 3000 /人 
Go 购买 2000 _/ 
失败 p=0.35 八 
Hd 购买 3000 
生产 2000 @ 
购买 2000 AN 
图 7-3 
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若 公司 在 决策 开始 阶段 采用 第 一 种 方案 ， 则 只 有 生产 批量 的 选择 ; 若 采 用 第 二 种 方 
案 ， 则 有 两 种 不 同 的 结果 分 枝 ， 再 要 按 不 同 的 结果 作出 生产 批量 的 选择 。 这 是 一 个 二 级 决 
策 ， 根 据 分 析 画 出 决策 树 。 

第 二 步 : 计算 右 端 结果 点 的 损益 值 ， 结 果 见 图 7-4 最 右 端 。 


A/\ 1200 
生产 3000 购买 3000 
@ 购买 2000 AN 400 
购买 3000 A s00 
E2000 7 人 
购买 2000 AN 800 
方案 一 
ce 1800 
生产 3000 购买 3000 ~N\ 
Cs) 购买 2000 /1000 
A 
1200 
成 功 p=0.65 生产 2000 购买 3000 
方案 二 学 购买 
方案 二 购买 2000 AN 1200 
© 一 AM \ 1200 
生产 3000 购买 3000 
Go 购买 2000 AN 400 
失败 p=0.35 NA so 
购买 3000 
A 
购买 2000 AN 800 
图 7-4 


第 三 步 : 根据 右 端 结果 点 的 损益 值 和 概率 枝 的 概率 ， 计 算 各 方案 的 期 望 值 ， 见 图 7-5 
方案 点 上 面 数 据 。 

第 四 步 : 对 节点 3， 4，5 继续 算 期 望 见 图 7-6。 

由 图 7-6 知 ， 结 论 是 : 选择 方案 卫 ， 对 设备 进行 改造 ， 从 而 提高 效率 来 组 织 生产 ; 如 
果 成 功 ， 则 按 3000 件 的 批量 生产 ， 如 果 失 败 ， 则 改 用 方案 [ ， 按 2000 件 批量 生产 。 


7.3.3 贝 叶 斯 决策 法 ( 后 验 概率 方法 ) 


在 具体 决策 时 人 们 为 了 获取 更 好 、 更 多 的 信息 ， 往 往 采用 各 种 手段 (抽样 调查 、 购 买 
情报 、 专 家 咨询 等 ) ， 这 样 获得 的 信息 ， 一 般 也 不 能 准确 预测 未 来 要 出 现 的 状态 ， 所 以 这 
种 信息 称 为 不 完全 信息 。 如 果 决 策 者 通过 这 种 手段 获得 了 自然 状态 出 现 概率 的 新 信息 作为 
补充 信息 ， 用 它 来 修正 原来 的 先 验 概率 估计 。 修 正 后 的 后 验 概 率 ， 通 常 比 先 验 概率 更 准确 
可 靠 ， 可 以 作为 决策 者 进行 决策 分 析 的 依据 。 因 为 这 种 概率 的 修正 是 通过 贝 叶 斯 定理 来 完 
成 的 ， 故 这 种 决策 称 为 贝 叶 斯 决策 法 。 

贝 叶 斯 决策 法 的 步骤 : 

第 一 步 : 先 由 过 去 的 资料 和 经 验 得 到 各 自然 状态 发 生 的 先 验 概率 。 
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方案 一 


成 功 p=0.65 


失败 p=0.35 


rn 
800 

生产 2000 小 
es 1320 
人 
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= 
ee 720 
0 
800 

生产 2000 ©@ 


图 7-5 
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购买 2000(0.6) 
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义 买 3000(0.4) 
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购买 3000(0.4) 
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岁 买 3000(0.4) 
购买 2000(0.6 


购买 3000(0.4) 
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图 7-6 
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第 二 步 : 根据 调查 或 实验 算出 条 件 概率 ， 利 用 贝 叶 斯 公式 计算 出 各 自然 状态 的 后 验 概率 。 
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第 三 步 : 利用 后 验 概率 代替 先 验 概率 进行 决策 分 析 。 
【 例 13】 某 房 地 产 公 司 准备 在 一 小 区 开发 房产 。 基 于 设计 和 资金 等 方面 的 因素 ， 就 
设计 三 套 方案 : 分 别 建 100，160 ，200 套房 。 这 些 房子 的 销售 收益 与 当地 的 经 济 发 展 情 况 
有 直接 的 关系 。 根 据 建筑 成 本 和 销售 额 的 估计 ， 推 算出 三 套 方案 在 不 同 自然 状态 下 的 收益 
如 表 7-20 所 示 。 问 该 公司 建 多 少 套房 能 使 利润 最 大 化 ? 


表 7-20 万 迅 
好 内 一 般 多 差 90， 
100 套 3 3 3 
160 套 9 9 0 
200 套 15 6 -2 


解 : (1) 公司 决策 者 把 此 问题 看 成 不 确定 型 决策 问题 ， 利 用 后 悔 值 准则 进行 决策 ， 过 


程 如 表 7-21 所 示 。 


表 7-21 后 悔 值 准 则 
好 一 般 差 最 大 后 悔 值 
100 套 12 6 0 12 
160 套 6 | 0 3 6 
200 套 0 3 5 5 
目标 值 15 9 3 
最 小 后 悔 值 5 


故 方案 3 是 最 优 决 策 方案 ， 应 建 200 套房 。 


(2) 决 策 者 根据 以 前 的 经 验 及 资料 ， 推 算出 了 各 自然 状态 下 的 概率 ， 如 表 7-22 所 示 。 


表 7-22 


此 情形 下 ， 该 问题 就 可 以 看 做 风险 型 决策 问题 ， 可 以 依据 期 望 收益 准则 作出 决策 。 过 


程 如 表 7-23 所 示 。 
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表 7-23 期 望 收 益 准 则 

好 一 般 差 

期 望 值 

0.2 0.5 0.3 
100 套 3 3 3 3 
160 套 9 9 0 6.3 

二 一 一 一 一 一 一 

200 套 15 6 -区 5.4 
取 最 大 6.3 


故 方案 2 为 最 优 方案 ， 应 建 160 套房 

(3) 上 面 两 种 决策 的 结果 不 同 ， 决 策 者 为 了 获得 更 多 的 信息 ， 从 而 使 决策 更 好 ， 决 定 
委托 咨询 公司 进行 市 场 调 查 。 在 委托 咨询 公司 调查 之 前 ， 根 据 以 前 的 市 场 调查 结果 表明 ， 
在 各 个 自然 状态 下 ， 该 地 区 有 利于 或 不 利于 开发 房地产 的 条 件 概率 如 表 7-24 所 示 。 


表 7-24 


自然 状态 


有 利于 开发 a 0.2 


不 利于 开发 a 


依据 上 面 数 据 ， 利 用 贝 叶 斯 决策 法 ， 在 有 利于 开发 的 情况 下 ， 有 
P(ai )= 0.2x0.7+0.Sx0.S+0.3x0.2=0. 45 


P(Cb |a， 全 人 7-0.31 


P(0, lo )= =0.56 


PC, | Y= 0 2_0.13 


利用 后 验 概率 计算 最 大 期 望 收益 值得 
E,=0.31x3+0. 56x3+0. 13x3=3 
E,=0.31x9+0. 50x9+0. 13x0=7. 83 
E;=0.31x15+0. 5S6x6+0. 13x( -2)= 7.75 

则 方案 2， 即 建 160 套房 的 期 望 收益 最 大 。 

在 不 利于 开发 的 情况 下 ， 有 


263 


第 7 章 决策 分 析 


P(ai )= 0.2x0. 3+0.Sx0. 5+0. 3x0. 8 =0. 55 


0.2x0.3 
P(g |a)= 一 55 =0.11 


0. 5x0.5 
0.355 


Pl0, le)= =0.44 


利用 后 验 概率 计算 最 大 期 望 收益 值得 
El=0. 11x3+0. 45x3+0. 44x3=3 
E,=0. 11x9+0. 45x9+0. 44x0=5. 04 
E,=0. 11x15+0. 45x6+0. 44x( -2)= 3.47 
则 方案 2， 即 建 160 套房 的 期 望 收益 最 大 。 
所 以 ,无 论 是 处 于 有 利于 开发 房地产 还 是 不 利于 开发 房地产 ， 都 应 该 选择 建 160 套 


P(6, |a, )= =0. 45 


汲 


结果 表明 ， 没 有 必要 委托 咨询 公司 进行 市 场 调查 。 
7.4 层次 分 析 法 


层次 分 析 法 (简称 AHP) 是 一 种 定性 与 定量 相 结合 的 、 系 统 化 、 层 次 化 、 对 一 些 较为 
复杂 、 较 为 模糊 的 问题 作出 决策 的 简易 分 析 方 法 ， 它 特别 适用 于 那些 难于 完全 定量 分 析 的 
问题 。 它 是 美国 匹兹堡 大 学 教授 、 运 筹 学 家 萨 蒂 (TL ，Saaty) 教授 于 20 世纪 70 年 代 初 
期 提出 的 一 种 简便 、 灵 活 而 又 实用 的 多 准则 决策 方法 。 目 前 这 一 方法 广泛 地 应 用 在 工程 技 
术 、 系 统 分 析 、 经 济 管理 、 城 市 规划 和 社会 分 析 中 。 

人 们 在 进行 社会 的 、 经 济 的 以 及 科学 管理 领域 问题 的 系统 分 析 中 ， 面 临 的 常常 是 一 个 
由 相互 关联 、 相 互 制约 的 众多 因素 构成 的 复杂 而 往往 缺少 定量 数据 的 系统 。 层 次 分 析 法 为 
这 类 问题 的 决策 和 排序 提供 了 一 种 新 的 、 简 洁 而 实用 的 建 模 方法 。 

运用 层次 分 析 法 建 模 ， 大 体 上 可 按 下 面 四 个 步 又 进行 : 

第 一 步 : 建立 递 阶层 次 结构 模型 

第 二 步 : 构造 出 各 层次 中 的 所 有 判断 矩阵 。 

第 三 步 : 层次 单 排序 及 一 致 性 检验 。 

第 四 步 : 层次 总 排序 及 一 致 性 检验 。 

具体 流程 如 图 7-7 所 示 。 

下 面 通过 一 个 实例 分 别 说 明 这 四 个 步骤 的 实现 过 程 。 

第 一 步 : 递 阶层 次 结构 的 建立 。 

应 用 AHP 分 析 决 策 问题 时 ， 首 先 要 把 问题 条 理化 、 层 次 化 ,构造 出 一 个 有 层次 的 结 
构 模 型 。 在 这 个 模型 下 ， 复 杂 问 题 被 分 解 为 元 素 的 组 成 部 分 。 这 些 元 素 又 按 其 属性 及 关系 
形成 若干 层次 。 上 一 层次 的 元 素 作 为 准则 对 下 一 层次 有 关 元 素 起 支配 作用 。 这 些 层次 可 以 
分 为 三 类 ， 
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构建 判 


得 出 指标 权重 


图 7-7 层次 分 析 法 实施 流程 


(1) 最 高 层 ， 这 一 层次 中 只 有 一 个 元 素 ， 一 般 它 是 分 析 问 题 的 预定 目标 或 理想 结果 ， 
因此 也 称 为 目标 层 。 

(2) 中 间 层 : 这 一 层次 中 包含 了 为 实现 目标 所 涉及 的 中 间 环 节 ， 它 可 以 由 若干 个 层次 
组 成 ， 包 括 所 需 考虑 的 准则 、 子 准则 ， 因 此 也 称 为 准则 层 。 

(3) 最 底层 : 这 一 层次 包括 了 为 实现 目标 可 供 选择 的 各 种 措施 、 决 策 方案 等 ， 因 此 也 
称 为 措施 层 或 方案 层 。 

递 阶层 次 结构 中 的 层次 数 与 问题 的 复杂 程度 及 需要 分 析 的 详尽 程度 有 关 ， 一 般 地 层次 
数 不 受 限制 。 每 一 层次 中 各 元 素 所 支配 的 元 素 一 般 不 要 超过 9 个 。 这 是 因为 支配 的 元 素 过 
多 会 给 两 两 比较 判断 带 来 困难 。 

下 面 结合 一 个 实例 来 说 明 递 阶层 次 结构 的 建立 。 

【 例 14】 大 学 毕业 生 就 业 选 择 问题 

某 毕 业 生 正面 临 选择 一 个 工作 岗位 ， 有 3 个 岗位 (自主 创业 、 教 育 和 公关 ) 可 供 其 选 
择 ， 试 确定 一 个 最 佳 岗位 。 

将 复杂 的 问题 层次 化 ， 通 过 调查 ， 明 确 工作 岗位 选择 各 要 素 之 间 的 相互 关系 ， 建 立 一 
个 有 目标 层 、 准 则 层 和 方案 层 组 成 的 递 阶层 次 模型 。 第 一 层 是 选择 满意 的 工作 岗位 ， 即 目 
标 层 (最 高 层 ) 。 第 二 层 ( 即 准则 层 ) 包 括 自 我 价值 、 地 理 位置 、 物 质 待遇 、 社 会 保障 、 个 
人 兴趣 、 发 展 空间 六 个 因素 ， 这 些 是 衡量 目标 能 否 实现 的 判断 标准 。 第 三 层 是 方案 层 ， 即 
所 选 的 工作 岗位 : 自主 创业 、 教 育 和 公关 。 整 个 体系 如 图 7-8 所 示 : 

第 二 步 : 构造 各 层次 中 的 判断 矩阵 。 

(1 ) 构 造 判断 矩阵 。 

层次 分 析 法 的 基础 就 是 判断 和 矩阵。 通过 比较 同一 层次 各 要 素 间 的 相对 重要 性 建立 判断 
矩阵 。 按 照 层 次 分 析 法 的 要 求 ， 判 断 矩阵 是 通过 两 两 比较 下 层 元 素 对 上 层 元 素 的 相对 重要 
性 ， 并 把 比较 的 结果 用 数值 表示 出 来 得 到 的 。 

设 现在 要 比较 n 个 因子 X= |x, ，…，x,| 对 某 因素 2 的 影响 大 小 ， 怎 样 比较 才能 提供 
可 信 的 数据 呢 ?T. L Saaty 等 人 建议 可 以 采取 对 因子 进行 两 两 比较 建立 成 对 比较 矩阵 的 办 
法 。 即 每 次 取 两 个 因子 x 和 %%， 以 aj 表示 %; 和 x 对 Z 的 影响 大 小 之 比 ， 全 部 比较 结果 用 
矩阵 4=(a, ) ,表示 ， 称 4 为 Z-X 之 间 的 成 对 比较 判断 矩阵 (简称 判断 矩阵 ) 。 容 易 看 出 ， 

265 


第 7 章 决策 分 析 


目标 层 (4) i [ 作 岗 位 


准则 层 (8) 


洪 消 说 


露 


B, 


方案 层 (C) 


图 7-8 岗位 选择 的 递 阶层 次 结构 


若 名 与 对 Z 的 影响 之 比 为 4;, 则 己 与 对 Z 的 影响 之 比 应 为 ,= 车。 
定义 1 若 矩 阵 4=(oi ) ,满足 
QD a,>0, @w= 二 (i， J=1， 2， V n) 


则 称 之 为 正 互 反 矩阵 ( 易 见 a;=1, i=1, …, n)。 
关于 如 何 确 定 a; 的 值 ，T. L. Saaty 等 建议 引用 数字 1 ~9 及 其 倒数 作为 标 度 。 表 7-25 
列 出 了 1 ~9 标 度 的 含义 。 


表 7-25 
标 度 含义 
1 表示 两 个 因素 相 比 ， 具 有 相同 重要 性 
3 表示 两 个 因素 相 比 ， 前 者 比 后 者 稍 重要 
5 表示 两 个 因素 相 比 ， 前 者 比 后 者 明显 重要 
7 表示 两 个 因素 相 比 ， 前 者 比 后 者 强烈 重要 
9 表示 两 个 因素 相 比 ， 前 者 比 后 者 极端 重要 
2，4，6， 8 | 表示 上 述 相 邻 判断 的 中 间 值 I 
倒数 车 因素 i 与 因素 j 的 重要 性 之 比 为 a,， 那 么 因素 j 与 因素 i 重要 性 之 比 为 a =1/a,， 


从 心理 学 观点 来 看 ， 分 级 太 多 会 超越 人 们 的 判断 能 力 ， 既 增加 了 作 判 断 的 难度 ， 又 容 
易 因 此 而 提供 虚假 数据 。T. L. Saaty 等 人 还 用 实验 方法 比较 了 在 各 种 不 同 标 度 下 人 们 判断 
结果 的 正确 性 ， 实 验 结果 也 表明 ， 采 用 1 ~9 标 度 最 为 合适 。 
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最 后 ， 应 该 指出 ， 一 般 地 作 % 2 次 两 两 判断 是 必要 的 。 有 人 认为 把 所 有 元 素 都 和 


某 个 元 素 比 较 ， 即 只 作 n-1 个 比较 就 可 以 了 。 这 种 作法 的 弊病 在 于 ， 任 何 一 个 判断 的 失 
误 均 可 导致 不 合理 的 排序 ， 而 个 别 判断 的 失误 对 于 难以 定量 的 系统 往往 是 难以 避免 的 。 进 


行 中 人 人 次 比较 可 以 提供 更 多 的 信息 ， 通 过 各 种 不 同 角 度 的 反复 比较 ， 从 而 导出 一 个 合 


理 的 排序 。 

在 这 里 的 实际 操作 中 ， 指 标 之 间 的 两 两 比较 ， 一 般 通过 调查 访问 法 、 专 家 咨询 法 等 进 
行 ， 对 择业 者 选择 工作 岗位 的 六 个 因素 进行 比较 ， 并 采用 T.L. Saaty 提出 的 1 ~9 标 度 法 
进行 重要 性 评分 。 得 到 了 一 个 准则 层 对 目标 层 的 判断 矩阵 4: 
FI 
lzy 1 ia 173 lz2 1725 
1/3 4 1 3 4 2 
1/3 3 13 1 2 
1/2 2 1/4 1/2 1 17/2 
[1 § 1 1 2 1| 

第 三 步 : 层次 单 排序 及 一 致 性 检验 。 

判断 矩阵 4 对 应 于 最 大 特征 值 A,, 的 特征 向 量 下 ， 经 归 一 化 后 即 为 同一 层次 相应 因素 
对 于 上 一 层次 某 因素 相对 重要 性 的 排序 权 值 ， 这 一 过 程 称 为 层次 单 排序 。 

上 述 构造 成 对 比较 判断 矩阵 的 办 法 虽 能 减少 其 他 因素 的 干扰 ， 较 客观 地 反映 出 一 对 因 
子 影 响 力 的 差别 。 但 综合 全 部 比较 结果 时 ， 其 中 难免 包含 一 定 程 度 的 非 一 致 性 。 如 果 比 较 
结果 是 前 后 完全 一 致 的 ， 则 矩阵 4 的 元 素 还 应 当 满足 : 

Wann = Yi (7-2) 
定义 2 ”满足 关系 式 (1) 的 正 互 反 矩 阵 称 为 一 致 矩 阵 。 

需要 检验 构造 出 来 的 ( 正 互 反 ) 判 断 矩 阵 4 是 否 严 重地 非 一 致 ， 以 便 确 定 是 否 接受 4。 

定理 1 正 互 反 和 矩阵 4 的 最 大 特征 根 A,, 必 为 正 实数 ， 其 对 应 特征 向 量 的 所 有 分 量 均 
为 正 实 数 。4 的 其 余 特 征 值 的 模 均 严格 小 于 入 

定理 2 若 4 为 一 致 矩 阵 ， 则 

Q@ 4 必 为 正 互 反 和 矩阵 。 

@) 4 的 转 置 矩 阵 4" 也 是 一 致 矩阵 。 

@)4 的 任意 两 行 成 比例 ， 比 例 因 子 大 于 零 ， 从 而 rank(4)= 1( 同 样 ，4 的 任意 两 列 也 
成 比例 ) 。 

@ 4 的 最 大 特征 值 Au.=7， 其 中 了 为 矩阵 4 的 阶 。4 的 其 余 特征 根 均 为 零 。 


@ 若 4 的 最 大 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 W= (wo ，…，w)7， 则 mw= 辽 ，Vi j= 


9 
J 


max o 


LL 
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WI 201 201 
WI Ww, Ww 
Wy WwW 202 
4=|20 w, Ww 
WwW, ww, Ww 
201 WwW, w 


定理 3 n 阶 正 互 反 和 矩阵 4 为 一 致 矩 阵 当 且 仅 当 其 最 大 特征 根 和 A, =n， 且 当 正 互 反 算 
阵 4 非 一 致 时 ， 必 有 A,,>n。 

根据 定理 3， 我 们 可 以 由 A,, 是 否 等 于 nn 来 检验 判断 矩阵 4 是 否 为 一 致 矩 阵 。 由 于 特 
征 根 连续 地 依赖 于 a; ， 故 入,, 比 n 大 得 越 多 ，4 的 非 一 致 性 程度 也 就 越 严 重 ，A,, 对 应 的 
标准 化 特征 向 量 也 就 越 不 能 真实 地 反映 出 YX= 1x, ，…，x,| 在 对 因素 Z 的 影响 中 所 占 的 比 
重 。 因 此 ， 对 决策 者 提供 的 判断 和 矩阵 有 必要 作 一 次 一 致 性 检验 ， 以 决定 是 否 能 接受 它 。 

对 判断 矩阵 的 一 致 性 检验 的 步骤 如 下 : 

中 计算 一 致 性 指标 CI。 


和 A ma 
CI= 


@) 查 找 相应 的 平均 随机 一 致 性 指标 RI。 对 n=1，…，9，T. LL. Saaty 给 出 了 RI 的 值 ， 
如 表 7-26 所 示 。 


表 7-26 


RI 的 值 是 这 样 得 到 的 ， 用 随机 方法 构造 500 个 样本 和 矩阵， 随机 地 从 1 ~9 及 其 倒数 中 
抽取 数字 构造 正 互 反 矩阵 ， 求 得 最 大 特征 根 的 平均 值 A', ， 并 定义 : 


t 
| A max -nn 


RI= 


n-l “ 
@ 计 算 一 致 性 比例 CR。 
‘p_Cl 
Ch= 
当 CR<0. 10 时 ， 认 为 判断 矩阵 的 一 致 性 是 可 以 接受 的 ， 否 则 应 对 判断 矩阵 作 适 当 修 
证 
根据 判断 和 矩阵 4 利用 Matlab 很 容易 可 得 到 最 大 特征 值 和 A, =6.4344 ， 归 一 化 向 量 丈 = 
(0.3719, 0.0461, 0.2352, 0.1221, 0.0895, 0.1353)", 
在 上 述 模型 中 ,n=6， 按 上 述 原理 计算 CI=0. 0869， 查 表 RI=1.24, CR= 窜 =0.0701 
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<0. 10， 表明 所 建立 的 判断 和 矩阵 4 合理 ， 求 出 的 权重 系数 恰当 ， 即 判断 矩阵 通过 一 致 性 检 
验 。 

第 四 步 : 层次 总 排序 及 一 致 性 检验 。 

上 面 我 们 得 到 的 是 一 组 元 素 对 其 上 一 层 中 某 元 素 的 权重 向 量 。 我 们 最 终 要 得 到 各 元 
素 ， 特 别 是 最 低层 中 各 方案 对 于 目标 的 排序 权重 ， 从 而 进行 方案 选择 。 总 排序 权重 要 自 上 
而 下 地 将 单 准则 下 的 权重 进行 合成 。 

设 上 一 层次 (4 层 ) 包 含 4 ，…，4,， 共 m 个 因素 , 它们 的 层次 总 排序 权重 分 别 为 
a，…,ana 义 设 其 后 的 下 一 层次 (B 层 ) 包 含 n 个 因素 B,，…，B,， 它 们 关于 4, 的 层次 单 
排序 权重 分 别 为 6b,,，…，b,( 当 B, 与 4 无 关联 时 ，b;=0)。 现 求 B 层 中 各 因素 关于 总 目 
标的 权重 ， 即 求 8 层 各 因素 的 层次 总 排序 权重 b, ，…，6b,， 计 算 公式 是 6 = > byay，i = 
1] ，…，Pas 

对 层次 总 排序 也 需 作 一 致 性 检验 ， 检 验 仍 像 层次 总 排序 那样 由 高 层 到 低层 逐 层 进行 。 
这 是 因为 虽然 各 层次 均 已 经 过 层次 单 排序 的 一 致 性 检验 ， 各 成 对 比较 判断 矩阵 都 已 具有 较 
为 满意 的 一 致 性 。 但 当 综 合 考察 时 ， 各 层次 的 非 一 致 性 仍 有 可 能 积累 起 来 ， 引 起 最 终 分 析 
结果 较 严 重 的 非 一 致 性 。 

设 B 层 中 与 4 相关 的 因素 的 成 对 比较 判断 矩阵 在 单 排序 中 经 一 致 性 检验 ， 求 得 单 排 
序 一 致 性 指标 为 CI(j) ，(j=1，…，m) ， 相 应 的 平均 随机 一 致 性 指标 为 RI(7) (CI(7) 、RI 
(7) 已 在 层次 单 排序 时 求 得 )， 则 中层 总 排序 随机 一 致 性 比例 为 


> CI a 
j=1 


当 CR<0. 10 时 ， 认 为 层次 总 排序 结果 具有 较 满意 的 一 致 性 并 接受 该 分 析 结果 。 

结合 本 文 模型 有 : 上 一 步 中 已 经 得 到 了 第 二 层 (准则 层 ) 对 第 一 层 (目标 层 ) 的 权 向 量 ， 
记 为 W2= (oo ，w49，…，w49 ) ， 即 判断 矩阵 4 算出 的 WW。 用 同样 的 方法 构造 第 三 层 
对 第 二 层 的 每 一 个 准则 的 成 对 比较 阵 : 


i 次 1 1/3 1/8 i 
nl 1 这 “| 1 1/3 B=|1 1 | 
17S 1/2 1 8 3 1 1/3 1/3 1 
1 3 4 1 1 1/4 1 1 1/3 
"| 1 | "| 1 1/4 "| 1 1/5 
1/4 1 1 44 1 3 5 1 


这 里 矩阵 B(k=1，2，…， 6) 中 的 元 素 5; 是 方案 层 C; 与 C; 对 于 准则 层 B, 的 优越 性 
的 比例 尺度 。 由 B, 计算 出 权 向 量 w2 ”， 最 大 特征 根 和 和 一 致 性 指标 Cl,， 结 果 见 
表 7-27。 
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表 7-27 岗位 选择 问题 第 三 层 的 计算 结果 

1 加 是: 3 4 5 6 
0. 5949 0. 0820 0. 4286 0. 6327 0. 1667 0. 1867 

(9) 0. 2766 0. 2364 0. 4286 0. 1924 0. 1667 0. 1578 
0. 1285 0. 6816 0. 1429 0. 1749 0. 6667 0. 6555 

大 3. 0055 3. 0015 3. 0000 3. 0092 3. 0000 3. 0291 

ss 
CL, 0. 0028 0. 0008 0 0. 0046 0 0. 0146 


由 于 RI=0. 58( 表 7-26)， 计算 知 上 面 的 Cl 均 通 过 一 致 性 检验 。 现 在 就 是 根据 由 准则 
层 对 目标 层 的 权 向 量 WW ?和 方案 层 对 准则 层 的 权 向 量 WS” 计算 方案 层 对 目标 层 的 权 向 
量 ， 即 层次 总 排序 。 得 C, 在 目标 层 中 的 权重 ， 即 
0. 5949x0. 3719+0. 0820x0. 0461+0. 4286x0. 2352+0. 6327x0. 1221+0. 1667x0. 0895 
+0. 1867x0. 1353 = 0. 4433 
同 理 可 得 C, ，C; 在 目标 层 中 的 组 合 权重 分 别 为 0.2743 ，0. 2825 ， 
首选 。 由 此 可 见 这 位 择业 者 还 是 有 雄心 的 。 


决策 分 析 的 应 用 举例 


【 例 15】 某 大 型 超市 计划 贷款 修建 一 个 仓库 ， 初 步 给 出 了 三 个 建仓 库 的 方案 : 修建 
大 仓库 、 修 建 中 仓库 、 修 建 小 仓库 。 由 于 对 货物 量 的 多 少 不 能 确定 ， 对 不 同 规模 的 仓库 ， 
其 获 利 情况 、 支 付 贷款 利息 及 费用 的 情况 都 不 同 。 经 初步 推算 ,得 到 每 个 方案 在 每 种 不 同 
的 货物 量 下 的 损益 值 ， 如 表 7-28 所 示 。 试 问 如 何 进行 方案 的 决策 ? 


结果 表明 自主 创业 是 


7.S 


表 7-28 万 元 
货物 量 大 货物 量 中 货物 量 少 
建 大 仓库 80 30 
建 中 仓库 | 55 45 


建 小 仓库 


解 : (1) 悲观 主义 准则 如 表 7-29 所 示 。 


表 7-29 翡 观 主义 准则 

货物 量 大 货物 量 中 货物 量 少 最 小 值 
建 大 仓库 80 45 30 30 
建 中 仓库 55 75 45 45 
建 小 仓库 35 55 65 35 
取 最 大 值 45 
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决策 结果 是 建 中 仓库 。 
(2) 乐观 主义 准则 如 表 7-30 所 示 。 
表 7-30 乐观 主义 准则 
货物 量 大 货物 量 中 货物 量 少 最 大 值 
建 大 仓库 80 45 30 80 
建 中 仓库 55 75 45 75 
建 小 仓库 35 55 65 65 
取 最 大 值 80 
决策 结果 是 建 大 仓库 。 
(3) 折 中 主义 准则 ， 取 乐观 系数 a=0.8， 如 表 7-31 所 示 。 
表 7-31 折 中 主义 准则 
i 
货物 量 大 货物 量 中 货物 量 少 折 中 值 
建 大 仓库 80 45 30 70 
建 中 仓库 55 75 45 69 
建 小 仓库 35 55 65 59 
取 最 大 值 70 
决策 结果 是 建 大 仓库 。 
(4) 等 可 能 性 准则 ， 如 表 7-32 所 示 。 
表 7-32 等 可 能 性 准则 
货物 量 大 货物 量 中 货物 量 少 期 望 值 
建 大 仓库 80 45 30 51.67 
建 中 仓库 55 75 45 58. 33 
建 小 仓库 35 55 65 51.67 
取 最 大 值 58. 33 
决策 结果 是 建 中 仓库 。 
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(5) 最 小 后 悔 值 准则 ， 如 表 7-33 所 示 。 


表 7-33 最 小 后 悔 值 准则 
货物 量 大 货物 量 中 货物 量 少 最 大 后 悔 值 
建 大 仓库 | 0 30 35 35 
建 中 仓库 25 0 | 20 25 
建 小 仓库 45 20 0 45 
目标 值 | 80 5 65 
最 小 后 悔 值 25 
决策 结果 是 建 中 仓库 。 


【 例 16】 某 公司 4 计划 为 公司 B 承包 新 产品 的 研制 与 开发 任务 ,但 得 到 合同 必须 要 
参加 投标 。 已 知 投 标的 准备 费用 5 万 元 ， 中 标的 概率 是 0.4， 如 果 不 中 标 ， 准 备 费 就 全 部 
损失 。 如 果 中 标 ， 可 采用 两 种 方法 研制 开发 : 方法 1 成 功 的 可 能 性 为 0.7， 费 用 为 25 万 
元 ; 方法 2 成 功 的 可 能 性 为 0.6， 费 用 为 20 万 元 。 如 果 研 制 开发 成 功 ， 该 开发 公司 可 得 
70 万 元 。 如 果 合 同 中 标 ， 但 未 研制 开发 成 功 ， 则 开发 公司 须 赔 偿 20 万 元 。 问 题 是 要 决 
策 : 9 是 否 要 参加 投标 ? @ 若 中 标 了 ， 采 用 哪 一 种 方法 研制 开发 ? 

解 : 第 一 步 : 画 决 策 树 ， 如 图 7-9 所 示 。 


第 二 步 : 计算 每 个 自然 状态 的 期 望 收益 ， 结 果 见 图 7-10 的 节点 4，5 上 数字 。 

第 三 步 : 对 方法 1、 方 法 2 进行 比较 ， 前 枝 。 

方法 1 的 期 望 收益 是 43-25=18 万 元 ; 方法 2 的 期 望 收益 是 34-20 = 14 万 元 。 显 然 应 
剪 掉 方法 2 分 支 。 并 将 18 万 元 放 在 节点 3 上 面 。 然 后 算 节点 2 的 期 望 ， 节 点 1 上 数字 等 
于 7.2-5=2.2 万， 同样 放 在 节点 上 ， 见 图 7-10。 
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图 7-10 


结果 表明 公司 4 应 参加 投标 ， 在 中 标的 基础 上 采用 方法 1 进行 研制 开发 ， 总 期 望 收益 
是 2.2 万 元 。 


7.6 软件 操作 实践 及 案例 分 析 


以 实际 案例 为 基础 ， 介 绍 “ 管 理 运 筹 学 ”2. 0 求解 决策 论 的 方法 ， 关 于 Excel、Lindo 和 
Matlab 软件 求解 决策 论 的 方法 ， 在 此 不 再 叙述 。 

【 例 17】 某 企 业 计 划 对 新 产品 生产 批量 作出 决策 ， 现 有 三 种 可 行 方案 ， 未 来 市 场 对 
该 产品 的 需求 也 有 三 种 可 能 的 自然 状态 ， 收 益 和 矩阵 如 表 7-34 所 示 。 试 以 乐观 主义 准则 作 
出 最 优生 产 决策 。 


表 7-34 某 公 司 新 产品 生产 收益 矩阵 表 (单位 : 万 元 ) 


大 型 生产 线 
中 型 生产 线 
小 型 生产 线 


解 : 下 面 用 “管理 运筹 学 "2.0 求解 该 决策 论 问题 。 

打开 “管理 运筹 学 2.0” 主 窗口 ， 选 择 子 模块 “决策 分 析 ”， 点 击 “ 新 建 " 按 钮 ， 根 据 决 
策 问题 的 类 型 选择 “不 确定 型 " “风险 型 "。 本 题 是 不 确定 型 问题 。 再 选择 点 击 “ 乐观 准 
则 ”“ 极 大 "按钮 ， 然 后 按 要 求 输入 收益 数据 得 图 7-11 : 

再 点 击 “ 解 决 "按钮 ， 得 到 求解 结果 ， 如 图 7-12 所 示 。 

分 析 运 行 结果 : 

由 图 7-12 知 ， 该 决策 问题 的 最 优 方案 是 方案 1， 即 大 型 生产 线 ， 最 优 收益 是 200 万 
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Balm sl 


沈 第 同 题 吕 筷 


事件 状 宕 个 歼 : BE 0 


推 荐 第 路 
洒 闪 这 永宁 认 六 六 六 
《 使 用 乐观 准则 》 


策略 方案 准则 值 推荐 策略 
守 社 率 玉 案 冰 来 闵 来 宁 来 来 水 来 求 来 来 炒 玉 淋 六 来 洲 案 六 永 玉 染 
1 200 YES 
2 120 
3 60 
图 7-12 


讨论 、 思 考题 


论述 决策 分 析 的 定性 方法 与 定量 方法 的 区 别 与 联系 ? 
. 决策 分 析 中 的 灵 人 敏 度 分 析 如 何 进行 ? 

. 决策 分 析 还 有 没有 其 他 的 方法 ? 

. 不 确定 型 决策 方法 如 何 选 用 ? 


上 mbP 一 


本 章 小 结 


本 章 按 不 同 标准 给 决策 的 分 类 ， 介 绍 了 不 确定 型 决策 的 五 种 计算 方法 ， 风 险 型 决策 的 
两 种 计算 方法 ; 还 给 出 了 层次 分 析 法 的 计算 方法 ， 最 后 主要 介绍 了 “管理 运筹 学 "2.0 求解 
决策 分 析 问 题 的 方法 。 

本 章 学 习 要 求 如 下 ; 

(1) 要 求学 生 热 悉 决 策 的 分 类 ， 

(2) 能 熟练 地 掌握 求解 不 确定 型 决策 的 五 种 方法 ; 

(3) 熟悉 并 会 求解 风险 型 决策 问题 ， 
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(4) 能 够 用 层次 分 析 法 建立 模型 ; 
(5) 会 用 软件 求解 决策 分 析 问 题 。 


习 题 


1. 填空 题 

(1) 决 策 树 能 够 形象 地 显示 出 整个 决策 问题 在 时 间 上 或 决策 顺序 上 的 不 同 阶段 的 决策 
过 程 ， 特 别 是 应 用 于 复杂 的 决策 。 

(2) 不 确定 条 件 下 的 决策 指 存在 的 自然 状态 ， 而 决策 者 只 估 测 到 可 能 出 
现 的 状态 但 不 知道 状态 发 生 的 概率 。 

(3) 决 策 按 方法 的 不 同 分 类 ， 可 分 为 和 

(4) 是 例 行 的 、 重 复 性 的 决策 ， 而 则 是 对 无 先例 可 循 的 
新 问题 的 决策 。 

(5) 决 策 是 根据 ， 拟 定 多 个 可 行 方案 ， 然 后 用 统一 标准 ， 选 定 最 佳 (或 
满意 ) 方 案 的 全 过 程 。 

2. 单 选 题 

(1) 下 述 各 方法 中 ， 可 用 于 不 确定 条 件 下 决策 标准 的 是 ( ) 

A. 最 大 期 望 收益 值 B. 最 小 期 望 损失 值 

C. 决策 树 D. 最 小 最 大 遗憾 值 

(2) 以 下 方法 中 不 宜 用 于 不 确定 条 件 下 决策 的 是 ( 1 

A. 最 小 期 望 损失 值 标准 B. 最 大 最 大 决策 标准 

C. 最 大 最 小 决策 标准 D. 最 小 最 大 遗憾 值 决策 标准 

(3) 保 守 主 义 决 策 准 则 是 用 来 解决 ( ) 条 件 下 的 决策 问题 。 

A. 确定 B. 不 确定 C. 风险 D. 风险 或 不 确定 

(4) 最 小 最 大 后 悔 决策 准则 是 用 来 解决 ( ) 条 件 下 的 决策 问题 。 

A. 确定 B. 风险 C. 风险 或 不 确定 。“D. 不 确定 

(5 ) 在 不 确定 条 件 下 的 决策 标准 中 ， 最 大 最 大 决策 标准 是 把 每 个 可 行 方 案 在 未 来 可 能 
遇 到 不 利 的 自然 状态 的 概率 视 为 ( Ns 


A. 1 B. 0 人 D. 0 ~1 间 任 意 值 
(6) 决 策 标准 中 ， 需 要 决策 者 确定 概率 的 是 ( )a 

A. 最 大 最 大 决策 标准 B. 最 小 最 大 遗憾 值 决策 标准 

C. 现实 主义 决策 标准 D. 最 大 最 小 决策 标准 

(7) 某 高 中 毕业 生 选 择 报考 大 学 的 专业 时 ， 其 决策 环境 属于 ( ) 
A. 确定 性 决策 B. 风险 条 件 下 的 决策 


C. 不 确定 条 件 下 的 决策 D. 定量 决策 
3. 某 单 位 搞 农业 开发 ， 设 想 三 种 方案 ， 有 三 种 自然 状态 ， 其 收益 预测 如 表 7-35 所 


外 oo 
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表 7-35 万 元 


请 根据 折 中 主义 决策 标准 进行 决策 ( 折 中 系数 w=0.7) 。 

4. 某 商 店 下 个 月 准备 经 销 某 种 饮料 ， 预 测 饮 料 的 日 需求 量 为 909，150，200 箱 三 种 情 
况 之 一 。 已 知 这 种 饮料 的 进 价 为 6 元 / 箱 ， 零 售 价 是 9 元 / 箱 。 若 当天 不 能 售 完 ， 则 第 二 天 
可 以 3 元 / 箱 售 完 。 为 获得 最 大 利润 ， 商 店 每 天 应 进 多 少 箱 饮 料 ? 

(1) 写 出 利润 的 决策 信息 表 ; 

(2) 用 乐观 主义 决策 ; 

(3) 用 悲观 主义 决策 ; 

(4) 用 折 中 主义 准则 决策 (乐观 系数 a=0. 4)。 

5. 某 单位 搞 农业 开发 。 设 想 三 种 方案 ， 有 三 种 自然 状态 ， 其 收益 预测 如 表 7-36 所 示 。 


表 7-36 
较 好 一 般 较 差 
5 20 | 12 8 
5, 16 16 | 10 
5, 12 12 12 


问 : 根据 折 中 主义 决策 标准 进行 决策 时 : 

(1) 折 中 系数 a=0.6 时 的 最 优 方案 是 哪 种 ? 

(2) 折 中 系数 a 在 什么 范围 内 取 值 时 ，5 为 最 优 方 案 ? 

6. 某 企业 面临 三 种 方案 可 以 选择 ， 五 年 内 的 损益 表 如 表 7-37 所 示 。 


表 7-37 万 元 
高 中 低 失败 
扩建 50 25 -25 -45 
新 建 70 30 | -40 -80 
转 包 30 15 -1 -10 


(1) 用 最 大 最 大 决策 标准 进行 决策 ; 
(2) 用 最 大 最 小 决策 标准 进行 决策 。 
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7. 某 决 策 问题 .面临 9 ，9, ，6. ，6, 四 个 状态 ， 有 4 ，4, ，4; 三 个 方案 可 供 选 择 ， 其 
支付 费用 如 表 7-38 所 示 。 


表 7-38 


试 分 别 完 成 以 下 问题 : 

(1) 用 乐观 主义 决策 ; (2) 用 悲观 主义 决策 ; (3) 用 最 小 后 悔 值 准 则 决策 。 

8. 某 厂 自 产 自 销 一 种 新 产品 ， 每 箱 成 本 30 元 ， 售 价 80 元 ， 但 当天 卖 不 掉 的 产品 要 
报废 。 据 以 往 统计 资料 预计 新 产品 销售 量 的 规律 见 表 7-39。 


表 7-39 


需求 数 


占 的 比例 


问 今 年 每 天 应 当 生 产 多 少 箱 可 获 利 最 大 ? 

9. 某 公司 为 了 扩大 市 场 ， 要 举行 一 个 展销 会 ， 会 址 打算 选择 甲 、 乙 、 丙 三 地 。 获 利 
情况 除了 与 会 址 有 关系 外 ， 还 与 天 气 有 关 。 天 气 可 区 分 为 晴 、 普 通 、 多 雨 三 种 。 通 过 天 气 
预报 ,估计 三 种 天 气 情况 可 能 发 生 的 概率 为 0.25，0. 50，0. 25， 其 收益 情况 如 表 7-40 所 
示 。 试 用 决策 树 进行 决策 。 


表 7-40 
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10. 某 商 店 经 销 某 种 食品 ， 进 货 价 为 每 个 5 元 ,出 售 价 为 每 个 6 元 。 若 当天 卖 不 
掉 ， 每 个 损失 0.7 元 ， 根 据 已 往 销 售 情况 ， 该 食品 每 天 销售 1000，2000 ，3000 个 的 概 
率 分 别 为 0.25，0.6,，0.15， 试 用 最 大 可 能 准则 和 期 望 值 准 则 求 出 每 天 进货 的 最 优 策 
了 略 。 

11. 若 发 现 一 成 对 比较 和 矩阵 4 的 非 一 致 性 较为 严重 ， 应 如 何 寻 找 引 起 非 一 致 性 的 元 
素 ?” 例 如 ， 设 已 构造 了 成 对 比较 矩阵 


1 
下 
4=|5 1 6 
TT 
去 高 
(1) 对 4 作 一 致 性 检验 。 
(2) 如 4 的 非 一 致 性 较 严 重 ， 应 如 何 作 修正 。 
案 例 


案例 14 ”高 富 布鲁克 公司 的 难题 


马克 斯 。 弗 雷 尔 是 高 富 布鲁克 公司 的 创建 人 和 全 资 所 有 人 。 这 家 公司 在 未 经 证 实 的 地 
区 钻探 石油 。 弗 雷 尔 的 朋友 亲切 地 称 他 为 投机 家 。 然 而 他 喜欢 称 自己 为 企业 家 。 他 将 一 生 
的 积 鞋 都 花 在 公司 上 ， 和 希望 通过 发 现 一 个 大 油田 从 而 使 公司 强大 起 来 。 

现在 他 的 机 会 可 能 来 了 。 他 的 公司 买 了 大 量 土地 。 尽 管 这 些 地 靠近 一 些 大 的 油田 ， 
但 是 较 大 的 石油 公司 认为 这 些 土地 是 没有 和 希望 产 油 的 。 现 在 弗 雷 尔 得 到 了 其 中 一 块 土 
地 的 令 人 兴奋 的 报告 ， 因 为 资深 地 质 学 家 告诉 弗 雷 尔 ， 他 认为 这 块 土地 有 30% 的 概率 
产 油 。 

弗 雷 尔 已 经 从 痛苦 的 经 验 中 吸取 了 教训 ， 必 须 对 资深 地 质 学 家 的 有 石油 的 概率 的 报告 
保持 怀疑 。 在 这 块 地 上 钻探 石油 需要 大 约 10 万 美元 的 投资 。 如 果 这 块 地 没有 石油 ， 整 个 
投资 都 将 会 损失 。 由 于 他 的 公司 没有 多 少 资 金 ， 这 个 损失 将 会 非常 严重 。 

另 一 方面 ， 如 果 这 块 地 蕴涵 有 石油 ， 咨 询 地 质 学 家 估计 那里 的 石油 足够 可 以 获得 约 
90 万 美元 的 净 收 入 。 因 此 大 概 的 利润 是 80 万 美元 。 

尽管 这 不 是 弗 雷 尔 一 直 等 待 的 大 发 现 ， 但 他 还 是 会 给 公司 带 来 相当 不 错 的 资金 流入 ， 
使 得 公司 能 够 维持 运转 直到 他 过 到 真正 的 大 发 现 。 

这 里 还 有 一 个 选择 。 另 一 个 石油 公司 听 说 了 这 个 咨 深 地 质 学 家 的 报告 ， 决 定 出 价 9 万 
美元 来 购买 这 块 土地 ， 这 非常 诱 人 。 因 为 这 也 可 以 为 公司 带 来 不 错 的 现金 流入 ， 而 且 无 需 
承担 10 万 美元 这 个 大 损失 的 巨大 风险 。 表 7- 41 给 出 了 弗 雷 尔 面前 的 备 选 方案 和 预期 的 收 
益 。 请 问 弗 雷 尔 应 如 何 决策 ? 
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表 7-41 


钻探 石油 
卖 出 土地 


案例 15 ”设备 技术 方案 决策 问题 


某 公 司 为 了 适应 市 场 的 需要 ， 准 备 开发 一 种 新 产品 ， 经 过 公司 领导 的 讨论 给 出 三 种 可 
行 方案 : | 

第 一 种 方案 : 引进 自动 设备 。 这 个 方案 的 特点 是 操作 工人 少 ， 且 效率 高 、 质 量 有 保 
证 ， 但 是 投资 额度 大 。 如 果 市 场 状 态 好 ， 则 利润 大 ; 若 市 场 状 态 不 好 ， 其 损失 也 很 大 。 因 
此 风险 很 大 。 

第 二 种 方案 : 引进 手动 设备 。 这 个 方案 的 特点 是 生产 效率 较 高 、 质 量 也 有 保障 ， 投 资 
额 比 自动 设备 低 。 如 果 市 场 状 态 好 ， 则 利润 较 大 ; 当 市 场 状 态 不 好 ， 也 会 损失 。 

第 三 种 方案 : 改造 旧 设 备 。 这 个 方案 的 特点 是 投资 低 ， 但 生产 效率 也 低 ， 且 质量 保证 
不 高 。 无 论 市 场 什么 状态 均 能 获 利 ， 但 是 获 利 低 。 因 此 次 方案 风险 较 小 。 

公司 对 上 面 三 种 方案 的 设备 使 用 年 限 作 了 估计 ， 估 计 均 可 以 使 用 8 年 。 

公司 对 新 产品 上 市 后 的 销量 也 进行 了 调查 分 析 ， 得 出 三 种 自然 状态 及 对 应 概率 : 

01: 未 来 市 场 需 求 量 大 ， 即 畅销 : 概率 为 0.35; 

9,: 未 来 市 场 需求 量 中 等 ， 即 销量 一 般 : 概率 为 0.45，; 

0;: 未 来 市 场 需求 量 小 ， 即 销量 低 : 概率 为 0.2; 

公司 对 市 场 各 状态 下 每 年 的 收益 也 作 了 推算 ， 见 表 7-42。 


表 7-42 
畅销 销量 一 般 销量 低 
0.35 0. 45 0.2 
引进 自动 设备 60 -25 
引进 手动 设备 40 -15 
改造 旧 设 备 


公司 在 以 上 分 析 的 基础 上 ,为 了 谨慎 起 见 ， 又 计划 投资 6 万 元 组 建 一 个 新 的 生产 基 
地 ,为 了 进一步 了 解 未 来 市 场 对 新 产品 的 需求 状况 。 新 基地 生产 新 产品 ,市 场 也 有 同样 的 
3 种 自然 状态 。 

依据 当前 市 场 销量 的 情况 ， 可 以 进一步 推算 出 未 来 市 场 销量 的 情况 ， 其 条 件 概率 见 表 
7-43, 
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表 7-43 


引进 自动 设备 
引进 手动 设备 
改造 旧 设备 


根据 上 面 的 已 知 条 件 ， 公 司 面 临 的 决策 问题 是 ;是 否 需要 先 建立 一 个 新 基地 ， 和 采用 哪 
个 方案 更 优 ? 
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